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I-NPTRODUCOCOCION

Los algoritmos siempre han despertado desde lejanos tiempos
un interés especial y en época reciente se erigid en problema de
gran actualidad el hallazgo ¢ invencidn de un algoritmo que per
mitiese siempre reconocer si una proposicidn es o no derivable
en un sistema axiomidtico, De existir un algoritmo de esta espe-
cie bastaria que una persona fuese sdlo capaz de leer, escribir
y cumplir sistemdticamente un juego de prescripciones precisas
para que supiese a clencla ~lerta y en todo caso concebible si
una expresidén matemdtica cualquiera es o no un teorema, es decir,
si dicha expresidn es o no deducible o derivable de los axiomas
de un sistema, y las Matemidticas quedarian reducidas asf a una
"ungeheure Trivialitdt" (*), No debe extrafiar entonces que céle-
bres autores, Hilbert y Herbrand entre ellos, no hayan vacilado
en calificar de problema fundamental de la Lbégica Matemidtica 1la
buisqueda de un procedimiento tal (**),

Bl problema de la decisidbn,o Entscheidungsprcblem, como 1o
denomind Hilbert, puede formularse de otro modo., Una férmula o
expresidén 1égica cualquiera, construida de acuerdo a tales y cua
les reglas, interpretados sus signos de cierta manera, da lugar
siempre (dentro de una Ldgica bivalente) a una proposicidn verda
dera o falsa, Existen clertas férmulas bien formadas de las que
es imposible obtener una proposicidn falsa cualquiera que sea la
interpretacidén que se intente, y en ese caso se dice que dichas
férmulas son universalmente vdlidas o ldglcamente verdaderas. Se

(*) H, Behmann, Algebra der Logik, p. 166. Sobre la manera de
citar y hacer referencias, véase Anexo II, Bibliografia, infra.
(**) Véanse Hilbert-Ackermann, Mathematical Logicl, pp., 108 y
113, y J. Herbrand, Recherches, p, 32, El mismo Herbrand es au-
tor de un famoso trabajo titulado "Sur le probléme fon#lamental

de la logique mathématique", cuyo tema es justamente el proble-
ma de la decisidn (véase p. 15).
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plantea entonces la importante cuestidn de saber si =2xiste o no
un algoritmo, y de existir, en qué consisten sus reglas, para fa
llar en todo caso si una expresidn o férmula bien formada cual-
gquiera es o no universalmente vdlida o 1dgicamente verdadera,

Este tema condujo a conocidas investigaciones que obligaron
al esclarecimiento de nociones como decidibilidad y computabili-
dad, dando lugar a la teoria de las funciones recursivas, de hon
das repercusiones tedricas y prdcticas,y su momento decisivo 13e
: gd cuando Church demostrd en 1936 que el Entscheidungsproblem pa
ra la Léglea Cuantificacional (o Funcional) de primer grado care
ce de solucidn general, es decir, que no es posible hallar un al
goritmo para decidir acerca de la validez de cualquier férmula
predicativa n-Adica de primer grado,

Ha sido posible inventar,sin embargo, diversas soluciones

' parciales, y entre éstas se encuentran la de las "truth-functions"

t o esquemas moleculares y la de las férmulas monddicas de primer

: grado, Los algoritmos descublertos para decidir sobre la validez

L de esta Gltima clase de férmulas no son del todo satisfactorios

E desde un punto de vista operativo, y Church afirma, aunque con
clerta exageracidn, que aquéllos son "too cumbersome for applica
tion in practice to any but the very simplest wffs - or else to
any but certain kinds of wffs (such as those which are already
in normal form or nearly so" (*). Este temperamento se halla muy
difundido, y es comin en los textos de ensefianza prescindir de
los procedimientos algoritmicos, en favor, en el mejor de los ca
sos, de otros no algoritmicos.

Hay que convenir, sin embargo, en que los inconvenientes de
los algoritmos o procedimientos declsorios no constituyen razdn
suficiente para tal actitud, Aquéllos, en efecto, se distinguen

(*) Review, p. 59.
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de los demfs tipos de prueba por ser terminantes, mecénicos y ge
nerales, de modo que una vez finalizada la 'serie de operaciones

que prescriben se debe ya saber definitiva e inequivocamente si
la férmula examinada es 0 no un teorema, o, desde otra perspecti
va, ldgicamente verdadera o no, Un procedimiento no algoritmico,
por el contrario, ni es terminante, ni mecénico, ni general, y

esto quiere decir que, de no llegarse a un resultado afirmativo

mediante su aplicacidn, nada garantiza, ni siquiera la posibili-
dad de llegar o no llegar alguna vez a un resultado (*),

Ademds, por molesto ¥ engorroso que sea un procedimiento de
cisorio, un procedimiento de derivacidn formal, por mencionar el
método no algoritmico por excelencia, no lo es menos, y en el ca
so de férmulas verdaderamente teratoldgicas las dificultades co-
rren parejas en ambos, Desde el punto de vista de la ensefianza,
asimismo, la utilizacidn de algoritmos decisorios en un curso de
nivel elemental o medio no parece reportar sino beneficios,pues,
con todo lo elegante que pueda ser la técnica de derivacidn for-
mal - cuya importancia nadie discute -, ésta exige al estudiante
un apreciable grado de familiaridad con técnicas simbdlicas e in
dispensables dotes personales.

Estas circunstancias justifican la blsqueda de un procedi=-
miento decisorio para férmulas monddicas de primer grado fécil
de aplicar, por lo menos en el nivel de expresiones de mbdica pe
ro no desdefiable complejidad, y de tal naturaleza que aparezca
como lnevitable continuacién de las técnicas y objetivos propios
de la Ldégica Proposicional, sin cambios de orientacién ¥y con un
minimo de agregados,

(*) "Si un esquema es vAdlido, la rutina que muestra la validez
funcionard; pero si no lo es, esa rutina puede funcionar indefi-
nidamente deJdndonos a la expectativa por toda la eternidad,"
(Quine, Métodos, p. 260).
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A tal empresa se destina esta tesis y por ello se explica
que empiece exponiendo, luego de un capitulo introductorio acer-
ca del problema de la decisidn, los mids difundidcs procedimien-
tos decisorios vtilizados en Ldégica Cuantificacional monddica
(de primer grado), basados todos, en una forma u otra, en la téc
nica de evaluacidn tabular, sefialando sus sendas ventajas e in-
tentando descubrir sus deméritos, y concluya proponiendo un pro-
cedimiento no empleado al parecer hasta hoy (que aprovecha una 1
dea de J. Herbrand) y que, si el sustentante no yerra, ofrece vi
sibles ventajas de orden préctico y diddctico sobre los estudia-
dos en primer término,

La exposicidn de estos procedimientos insiste en los aspec-
tos y problemas referentes a su puesta en prdctica, prescindien-
do sistemiticamente de todo lo que concierne a su origen, CO-
nexiones histdéricas y justificacidén (que, salvo en el Gltimo de
ellos, se supone establecida), y no siempre sigue 8 la termino-
logia peculiar de cada autor ni repite pasivamente las explica-
ciones originales, que en unos casos llevan el detalle al extre-
mo mientras que en otros brillan por su concisidn y parquedad,

Si bien trata de respetar - logrindolo casi siempre - 1los
términos técnicos empleados por cada autor, en lo que concierne
a los algoritmos mismos el sustentante prefiere sacrificar - o
traicionar tal vez sea mejor - el aire, estilo o manera propia
de sus creadores en beneficio de la unidad del trabajo y de 1la
normalizacidén de las correpondientes instrucciones, y toma parti
do por una exposicidn escueta, de la que no debe esperarse una
reproduccidén apenas alterada de los respectivos textos, pero si
una rigurosa fidelidad en lo concerniente a los detalles técni-
cos, llegdndose incluso a prolijas ampliaciones de ciertos aspec

tos que no aparecen suflcientemente claros en su presentacidn
original,

La terminologia y notacidn, en general, son de uso corrien-



te en la literatura lbgica, y se suponen conocidas por quienes a
cudan a este trabajo, el cual, por lo demis, no exige para su
comprensidn otra cosa que un minimo de familiaridad con las téc-
nicas de manipulacidn, .tanto de truth-functions, incluido el mé-
todo resolutivo de Quine, cuanto de férmulas cuantificadas monéd-
dicas de primer grado, Sin embargo, para obviar cualquier difi-
cultad al respecto, se incluye en la dltima seccidn del primer
capitulo una relacidn, suficientemente pormenorizada, de la ter-
minologia que el sustentante usa mis frecuentemente,

Tal vez sea criticable el nlimero excesivo de ejemplos y la
sencillez de una buena mayorfa de ellos, elegidos en unos casos
para permitir una ficil comprensidén de las reglas pertinentes ¥
en otros para ilustrar aspectos importantes de su empleo, No hay
duda que dicho nimero ha podido ser reducido, prescindiendo de a .
quellos casos que por demasiados elementales pudieran disminuir
el nivel académico de la tesls, pero se ha preferido. en éste ¥
otros detalles, pecar por exceso antes que por defecto,

Puede ser asimismo criticable que este trabajo, presentado
para alcanzar un grado académico en Filosofia, cubra aspectos
mis bien técnicos de la Lbégica y no irrumpa en sus niveles pro-
piamente especulativos o filoséficos, Pero el graduando ha elegi
do el tema con toda deliberacidn, por creer que Jjustamente el me
Jor aporte que hoy puede hacerse en nuestro medio a aquella dis-
ciplina - por minisculos que puedan ser su tema y alcance, como
en el caso presente - es ayudar a perfeccionar antes que nada el
dominio de sus medios instrumentales y aparato simbdlico, para
gue a la postre, cuando sobrevenganinevitablemente el examen B4
la discusidn de los problemas verdaderamente serios que le son
propios, aquéllos se realicen sobre la base de un saber prove-
niente del oficio y no de un amasijo de ocurrencias sin sustento,
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Erratas importantes

Dice:

tbersich-

tlicher

(ax,)

As{ mismo

tdctica

Ibid,, p. 42

en-

dliche

tendria

ha resuelto F
unificadas las variables
De Smullyan, ibid,.,p.T77e.

del segundo E-cuantifi-
cador

Debe decir:

libersicht-
licher

(Qxy)

Asimismo

tacita

Ope e1Ci v pe- 42
end-

liche

tendrd

ha resultado F
unificada la variable

De Smullyan, ibid.,p.77,
modificado,

de 1la segunda E-cuane
tificaciodn
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Introduccidn

El problema de la decisidn

1. ;Qué es un algoritmo? (1.1).~- 2. El problema de la
decisidn en Matemdticas y en Légica (1.3).- 3, Formu-
lacidn sintdctica y formulacidn semdntica del proble-
ma de la decisidn (1,5).- 4, Formulacidn semdntica pa
ra la validez y formulacidén semdntica para la satis-
factibilidad (1.9).- 5. Soluciones del problema de la
?ecis%én (1.11).- 6. La terminologia por emplearse
‘}-17 .

El procedimiento @ QS de Quine

1. Preliminares (2.1).- 2, La terminologia de O senti
do (2,1).- 3. Las reglas de QS (2.4).,- 4, Ejemplos
(2.10).- 5. El caso de los cuantificativos con operan
dos c-védlidos (2,.14),- 6, Sus soluciones (2.16).- 7.
Extensidn de QS a esquemas no monddicos (2.20).- 8, E
jemplos (2.22).- 9, QS y la validez en un universo no
vacfo (2.27).- 10, Observaciones finales (2.31).

El procedimiento QL de Quine

1. Preliminares (3.1).- 2, Técnica de reduccidn a es-
quemas bdsicos (3.3).- 3, La prueba de validez (3.8),-
4L, Observaciones acerca de las reglas de la prueba de

validez (3.9).- 5. Ejemplos (esquemas bdsicos) (3,14),-

6., Ejemplos (esquemas no bdsicos) (3.18),- 7. Observa
ciones finales (3.22).

El procedimiento QM de Quine

1. Preliminares (4,1).- 2, Las reglas de QM (4,3).-

3. Ejemplos (esquemas puros) (4,7),- 4, Aplicacidn de
QM a esquemas mixtos (4,10).- 5, Ejemplos 53.11). 6.
Aplicacidn de QM a esquemas atipicos (4.,16).- 7. Ejem
plos (4,18),- 8, Observaciones finales (4.21). =

El procedimiento de Von Wright

1. Preliminares (5.1).- 2, Las reglas de VW (5,2).-
3. Ejemplos (5.6).- 4, Algunas cuestiones referentes
a la aplicacidén de VW (5,11).- 5, Sobre una variante
de VW, propuesta por su autor 55.16§.- 6, VW y la va-
lidez en un universo no vacio (5.18).- 7. Extensidn
de VW a casos no considerados explicitamente por su
autor (5,20).- 8. Observaciones finales (5.21?.

1.1
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El procedimiento de Bernays y Schonfinkel

1. Preliminares (6.1).- 2. Reglas de BS para la deter-
minacidén de la r-validez de una férmula (6.2).- 3. Re-
glas de BS para la validez universal (6.5).- 4, Ejem-

plos (6.6).- 5, Observaciones finales (6,10).

El procedimlento de Kleene

1., Preliminares (7.1).- 2. Las reglas del procedimien-
to (7.2).- 3. Ejemplos (7.5),~ 4, Diversas considera-
ciones concernientes a la aplicacidn del procedimien-
to de Kleene (7.11).- 5, Observaciones finales (7.15).

El procedimiento FH

1. Preliminares (8.,1).- 2, Las reglas de FH 88'1)._

3. Extensidn de FH a férmulas complejas (8.5).- 4, Ca-
so especial de formas normales prenex con preflijo pro-
pio (5.11).- 5. Extensidn de FH a fdérmulas con constan
tes individuales (8,14),- 6, Justificacidén de FH(8,17)
7. Extensidn de FH a ciertas férmulas n-4dicas de pri-
mer grado (8,28),

Conclusidn

Anexos

I, Nota sobre algunos procedimientos mecdnicos no de-
elsorios.

II.Bibliografia,

T

8.31

8‘33
8.38
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El problema de la decisidn

Existen en Matemidticas ciertos problemas como, por ejemplo,
1a obtencidn de la suma de dos némeros enteros positivos,que se
resuclven mediante un método uniforme, fijado de una vez por to
das, y aplicables a cualquier par de tales nimeros, esto es, to
mando en cuenta, no la solucidn del problema para dos nimeros
concretamente dados, sino la solucidén del mismo para la clase
integra de todos los pares posibles de nuameros de esa especie,

Cuando tal método consiste en un conjunto finito de ins-
trucciones exactas que definen una serie también finita de ope-
raciones, ordenada de tal manera que la eleccldn de éstas depen
da de determinados resultados obtenidos de antemano, se dice
que se trata de un procedimiento algoritmico o, mAs brevemente,
de un algoritmo, Algoritmos son,entre otros muchos, las archico
nocidas operaciones fundamentales de la Aritmética y el procedi
miento para hallar el midximo divisor comin de dos enteros posi-
tivos dados, :

Las prescripciones que en nimero finito constituyen un al-
goritmo han de ser fijas, precisas,y de tal modo comprensibles,
que, sin dejar margen alguno para la arbitrariedad o libre albe
drio de quien las utilice, dispongan sistemidticamente el cdmo
de las operaciones que la integran, asi como las condiclones ba
jo las cuales deben elegirse todas y cada una de ellas, "Such
instructions aré to be conceived of as requiring no 'creative'!
thought in their execution, In principle it is always possible
to construct a machine for carrying out such a set of instruc-
tions or to prepare a program by means of which a given large-
scale digital computer will be enabled to carry them out" (*).

*) Davis, Computability, p. xv.
T
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Por tal motivo suele decirse que un algoritmo es purcmente "mecd
nico", no dependiendo, en lo tocante al éxito de su aplicacidn,
de la conducta inteligente de quien lo aplique o de su ingenio
ecreador (*), Es un proceso "which can be repeated successfully
at any time and by anyone" (**).

Un algoritmo, como se dijo, no puede estar limitado a 1la
solucidén de problemas, por decirlo asi, individuales, Debe ser
"general": las instrucciones que lo constituyan habrin de servir
para resolver acerca de una clase integra de problemas, Pero de-
be ser, ademis, "terminante", es decir, habrid de conducir siem-
pre a un resultado. Si dada una clase de problemas ¥y aplicadas
correctamente las respectivas instrucciones no es posible obte-
ner un resultado en toda ocasidn, entonces dichas instrucciones
no constituyen propiamente un algoritmo. ,

El empleo de algoritmoses no sblo la técnica fundamental pa
ra la solucidn de una gran variedad de problemas sino también un
problema en varios respectos, Se ha dicho que un algoritmo es un
"effective method of calculation" (*+), ;Qué significa, propia-
mente hablando, "efectivo"?;Existe o no un procedimiento efecti-
vo, es declir, un algoritmo, para establecer si un determinado
procedimiento de célculo es o no efectivo, es decir, s o no un
algoritmo? ;Serd posible construir algoritmos para tcda clase de
problemas matemidticos?

No interesa aqui la investigacidén a fondo de éstas y otras
cuestiones relacionadas con los algoritmos: para el propdsito de
este trabajo, sl se afirma la exlistencla de un algoritmo que per

(*) "... a decision method must be like a recipe, which tells
one what to do at each step so that no intelligence 1s required
to follow it,.."(Tarski, A Decision Problem for elementary Alge-
bra and Geometry, cit, en R,L, Wilder, Foundations, p, 261).
**; Trakhtenbrot, Algorithms. p. T.

*+) Church, Introduction, p, 52, n, 118, in fine,




mite resolver un determinado problema y se acompafia su descrip-

cidén, no queda otra cosa que mostrar - si ello es preciso - que
cumple su cometido dentro de las condiciones estipuladas, Si no
fuera asi, el algoritmo propuesto no lo es en realidad,y la cues
tidn de la existencia del algoritmo para la solucidn de aquel
problema quedard abierta mientras no se ofrezca el algoritmo re-
querido o se demuestre que dicho algoritmo no puede existir, De
esta manera queda soslayada la espinosa cuestidn de 1a determina
cién de la nocidn de efectividad (*) y de la posibilidad o impo-
posibilidad de la existencia de algoritmos para un problema dado(**),

- Algunos algoritmos, como aquellos indicados a manera de e-
jemplo 1lineas arriba, tienen por finalidad "the exhibiting of
some object" y reciben el nombre genérico de procedimiento de
cdleulo ("calculation procedures")(*+), Pero también existen en
Matemiticas problemas cuya solucidn no consiste en la exhibieidn
u obtencidén de un clerto objeto, sea nimero o no, sino en respon
der con un si o con un no "any particular instance of a general
question" (+%*), como, por ejemplo, ;es o no divisible por dos un
numero entero positivo N dado? o jtiene o no rafces enteras la e
cuacidn linear diofantina ax + by = ¢, donde a, b y ¢ son en-
teros conocidos?

S1 aceptamos, con la Academia, que "decidir" significa "for-
mar julcio definitivo sobre algo dudoso o contestable", es eviden

(*) Se han propuesto hasta tres diferentes definiciones de efec-
tividad: la de Post y Turingf la de Church, y la de Herbrand y K,
Godel; en opinidén de Rosser "are equivalent, so it does not mat-
ter which one 1s used" (Informal Exposition, pp., 53-56). Un mé-
todo efectivo, de acuerdo a esa idea comin, seria aquél, "each
step of which is precisely predetermined ard which is certain to
produce the answer in a finite number of steps" (op, cit., p.55).
**) Véase Davis, op, cit., p. xvi,

*+) Kleene, Metamathematics, p. 137,

+*) Ibid., p. 136,
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te que en los Ultimos problemas citados se trata en realidad de
alcanzar una decisidn sobre la divisibilidad de N respecto al nd
mero 2 o sobre la exlstencla de soluclones enteras para un deter
minado tipo de ecuacidn, Ahora bien; el problema de saber si
existe un algoritmo para llegar a una decisidn acerca de alguna
cuestidn dada (algoritmo decisorio) y, de haberlo, cuiles son
las instrucciones que lo constituyen, es 10 que se denomina el
problema de la decisidn para dicha cuestidn,

También en Ldgica existe un importantisimo problema que pue
de ser incluido dentro de los decisorios, y se plantea dentro de
clertas condiciones especificas que van a ser sefialadas inmedia-
tamente a fin de permitir en lo sucesivo una discusidn ordenada
del problema, circunscrito, a partir de aqui, al 4mbito de dicha
disciplina,

Sea C una clase bilen definida de férmulas o expresiones 16-
gicas y denominense éstas "férmulas o expresiones bien forma-
das", Sea ademés L una subclase propia de C, a la que pertenecen

unicamente férmulas o expresiones definidas por cierta propiedad(*),

v sea, finalmente, una fdérmula arbitraria S, perteneciente a C,
cuya pertenenclia o no pertenencia a L se trata de establecer al-
goritmicamente. Se dice entonces que existe un problema de deci-
sidn para C, y si existe un algoritmo que permite establecer a
cienela clerta si S pertenece o no a L, se dice que el problema
de la decisidn para las férmulas bien formadas tiene una solu-
cidén positiva, tomando el referido algoritmo el nombre de proce-
dimiento decisorio para C (**),

(*) Esta propledad puede ser, como se verd luego, la de '"ser
teorema de un sistema"{ o la de "ser (universalmente) vdlida o
l-verdadera", o la de "ser satisfactible",

(**) Un algoritmo que permita establecer la pertenencia, pero
no la no pertenencia, no es, en rigor, decisorio., Sobre algunos
procedimientos mecdnicos no decisorios, véase Anexo I, infra,
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3i se demuestra que no existe ni puede existir algoritmo al
guno que resuelva el problema, se dice que el problema de la de-
cisidn para C tiene solucidn negativa o, mids bien impropilamente,
gque es insoluble, Cuando se desconoce un algoritmo que permita
establecer si S pertenece o no a L, pero no se ha demostrado su
imposibilidad, el problema de la decisidn para C no ha sido re-
suelto.

3. Antes de pasar al estudio de las diversas reglas de consti-
tucidén de las clases Cy L y;ias soluciones alcanzadas hasta hcy.
es convenlente esclarecer algunos aspectos de la formulacidn mis
ma del problema de la decisidn, que puede efectuarse de diversas
maneras, segin sea la propiedad que se elija para definir las
férmulas que pertenecen a L, Asi es como suele hablarse de formu
lacidn sintdctica y formulacidn semdntica del problema de la de-
cisidn, que desde un punto de vista tedrico ofrecen diferencias
muy marcadas,

La formulacidn sintdctica se apoya en la nocidbn de sistema
axiomdtico, esto es, un conjunto de: 1) reglas quc definen las
expresiones bien formadas del sistema ("fbf"); i1 reglas de de-
rivacién que permiten generar fbfs a partir de otras pocas, ele-
gidas de antemano, y denominadas postulados o axlcmas del siste-
ma; 11i) los axiomas mismos; y 1v) las fbfs generadas mediante
las reglas de derivacidn y conocidas con el nombre de teoremas
del sistema, Si C es la clase de las fbfs del sistema SA’ y L la
de sus teoremas, el problema de la decisidn en Sy, formulado sin
tdcticamente, consiste en saber si existe o no un algoritmo que
permita decidir si una fbf arbitraria S pertenece o no a L, o en
otras palabras, si dicha férmula es o no teorema de SA‘

Una formulacidn de esta especie es la que proporciona
Church: "The decision problem of a logistic system is the pro-
blem to find an effective procedure or algoritim,a decision pro-
cedure by which, for an arbitrary well formed formula of the sys
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tem, it is possible determine whether or not it is a theorem
(and if it is a theorem to obtain a proof of it)"(*)

El problema de la decisidn, formulado sintdcticamente, sue
le conocerse también con el nombre de problema de la decisidn
para la derivabilidad (**), o para la demostrabilidad (*+),0
para la deducibilidad (+*),

En la formulacidén seméntica, en cambio, se recurre a lo que
algunos autores llaman "validez" o "validez universal" y otros
"verdad 1légica" de una férmula o expresidén ldégica, concepto que
a su vez se basa en una definicidn de "proposicidén verdadera'que
prescinde de toda referencia a la nocidn de derivabilidad dentro
de un sistema axiomdtico.

De acuerdo a esto, dada una expresibén arbitraria S pertene-
.ciente a C, y C es la clase de las fbfs de la Ldgica Cuantifica-
cional de primer o segundo grado, se obtiene una prornsicién ver
dadera o falsa a) suﬁstituyendo sus variables indlviduales por e
lementos pertenecientes a un dominio D no vacfo, de modo tal que
resulten reemplazadas de la misma manera en todos los lugares en
que aparezcan; b) substituyendo sus letras o variables proposi-
cionales por uno de los valores V y F; c) substitayendo sus le-
tras o variables predicativas por predicados individuvales defi-
nidos en D; y, finalmente, d) interpretando los cuantificadores
y conectlvas de acuerdo a un significado convenido,

(¥) Church,op, cit,, p., 99. Otras formulaciones sintdcticas en
Kleene, op. cit,, p. 137, y Beth, Foundations, p. 584,

(¥*) ",,. ein Verfahren zur Entscheidung iiber die Ableitbarkeit
einer Formel."(Hilbert-Bernays, Grundlagen,I,p.207).

(*+) ",,, decision problem for provability,.."(Stzll,Set Teory
and Logic p, 408), Es también la denominacidén que emplea Church
abelt., p- 100,

(+*¥) ",,. the deducibility problem,,."(Trakhtenbrot, op. cit.,
p.51).Church usb alguna vez este término (op, c¢it., p. 100),
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Ahora bien: si S no es verdadera (*) para ningin individuo
del dominio D, ninguna asignacidn de valores a las variables
proposicionales v ninguno de los predicados definidos en dicho
dominio, S es inconsistente o contradictoria; si 3 ez verdadera
para algin individu»s del dominio D, alguna asigna:id: de valo-
res a las variables proposicloancles y alguno de los predicados
definidos en D, S ea consistente o.satisfactible;si S es verdade
ra para todos los individuos de algin dominio D con = elementos,
para toda asignacidn posible de valores a las varilablies proposl
cionales y todos los predicados en D, S es r-vidlida, es decir
vdlida o l-verdadera en el dominio D; y, finalmente, =1 S es
verdadera para todos los individuos de cualquier cdominio, para
toda asignacidn posible de valores a las variables proposiciona
les y para todos los predicados definidos en D, S es vilida(**),
universalmente vAlida(*+), idénticamente verdadera (+*) o 1égi-
camente verdadera(tt)(***) (#*x+),

(*) En rigor deberia decirse'si S es tal que no psrmite ob-
tener una proposicidn verdadera, etc Y pero no c: 1be imaginar
que, dentro del contexto en que figuran, éste y demds giros si-
milares puedan ser comprendidos en otro sentido,

(**g Quine, Methods; Kleene, op, cit,

(*+ "Allﬁemeingultig (Hilbert-~Bernays, op, cit,'; "aniversa-
11y valid"(Ackermann, Solvable Cases),

+*g "Identisch wahr” (Hilbert-Bernays, op.-oita),

++) "Logisch wahr" (Carnap, Einfithrung).

***)Existen otras caracterizaciones tal ‘vez més precisas de
conceptos como pr0p05101on «ﬂcdadera , "satisfactibilidad" y
"validez", pero la expuesta aqui, que sigue la direccidn de Hil
bert, no requiere muchos preambulos formales y es suficiente pa
ra el fin que persigue este trabajo,

(**+)Conviene distinguilr como caso especial de validez (consis-
tencia, inconsistencia) la validez gconsisten ia, inco1sistencia)
"truth functional, "composicional" o "molecular" de las fbfs
compuestas exclusivamente por conectivas y 1etras prcaosiciona—
les ( "truth- functions" o "esquemas moleculares") o de todas
aquellas fbfs que se obtienen a partir de una truth-f anction
tautoldgica (consistente, inconsistente) reemplazando total o
parcialmente sus letras proposicionales, de manera sistemitica,
por férmulas predicativas abiertas o cuantificadas de cualguier
especie, C-validez (c-consistencia, c-inconsistencia) deberéd
leerse en 1o sucesivo como validez(consistencia, inconsisten-
cia) composicional o truth-functional, y esta indicacién vale
también para los vocablos derivados.
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El problema de la deeisidn, formulado en términcs semidnti-
cos, es el de hallar un algoritmo que permita determinar sl una
fof arbitraria S pertenece o no a la clase L de fdrmulas univer-
salmente vdlidas o l-verdaderas., Para Ackermann, por ejemplo, el
problema consiste en "to decide for a given well formed formula
whether it is universally valid or not" (*),

Ambas formulaciones, la sintdctica y la semdntica, se ha -
llan intimamente ligadas y no existe inconveniente alguno para
aceptar que, si la Lbgica Cuantificacional de primer grado es
completa, como lo ha demostrado Gdodel (**), decidir si una fbf
de dicha Lbégica es valida o l-verdadera es decidir también si es
deducible o derivable. La conversa también es clerta (*+). De es
ta manera ambas formulaciones son equivalentes (+%),

Pero si bilen se ha podido demostrar la decidibilidad semin-
tica, esto es, la solucidn del problema de la decisidén por me-
dios semdnticos, de muchas clases de fdérmulas, la de-~idibilidad
sintictica es mucho mids diffcil de establecer (si es .ue,después
de todo, puede establecerse) "since we have no gerera’ criterion
for the deducibility of a formula" (*+). Esto explica por qué la
formulacidén semidntica es la favorecida por los autores que han

f*) Ackermann, op, cit., p. 23.

**) El1 examen de 1los argumentos constructivos contra la validez
de esta demostracidn excede con mucho el objetivo de ia tesis,cu
yos resultados, por lo demis, no dependen de la procedencia o im
procedencia de aquélios, =
(*+) ",.. if a sentence is provable in the predicate calculus,
then it is universally valid," (R. L. Goodstein, Mathematical Lo
gic, p. 39). En igual sentido opina Ackermann (op. eit., p. 10)7
(+*) "For theories M formalized within elementary logic (actual-
ly, so far nearly all investigations have been concerned with
theories of this kind) the two versions of the decision problem
are equivalent, on account of the completeness theorem," (E. W.
Beth, op.-e¢it.; p. 585),

() Hilbert-Ackermann. Mathematical Logic, pp. 112-113.
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propuesto procedimientos decisorios (*).

Si a esto se agrega que, como afirma Ackermann, "a semantic
formulation is more convenient .,... if we consider not only the
problem of universal validity, but also the problem of determi-
ning the domains for which a given formula is valid or not valid"
(**), se Justifica que en lo que sigue se utilice exclusivamente
la formulacidn seméntica.

4, Cuando se formula semidnticamente el problema de la decisidn
en la forma que se hizo en la seccidn anterior se habla del pro-
blema de la decisidn para la validez. Pero el problema de la de-
cisidn, semidnticamente encuadrado, puede también consistir en el
de saber si puede establecerse algoritmicamente si una fbf arbi-
traria S pertenece o no a la clase L de las fbérmulas consisten-
tes o satisfactibles (*+). Se trata entonces del problema de la
decisidn para la consistencia o satisfactibilidad ("Erfiillbar-
keit", "satisfiability").

Obsérvese que satisfactibilidad (o consistencia, que da 1o
mismo) y 1l-verdad son coneceptos duales: una férmula S es 1l-verda

(*) Esta preferencia cuenta con otra buena razdn si es cierto
que, tal como escribe Ackermann, "a syntactic formulation would
have to be preceded by the proof of completeness for a certain
system of axioms, which can only be done by semantic methods”
fopselt.. P, vil);

(**) Loc, cit., Este pasaje dec Ackermann se relaciona directa-
mente con la cuestidn del mayor o menor rigor con que para algu-
nos tratadistas puede plantearse seménticamente el problema de
la decisidn, Hilbert y Ackermann, por ejemplo, escriben al res-
pecto: "Mientras que en la versidén mds sencilla se trata dnica-
mente de ul una expresidn es o no universalmente vilida, en la
versidn mids rigurosa han de darse, ademis, en caso de que la ex-
presidn no sea universalmente vélida, los nUmeros cardinales de
los campos en los que la expresidn es valida, 0 en caso contra-
rio ha de comprobarse que no existen nlmeros cardinales de este
tipo" (op. cit., p. 140). Claro esté ,que no es posible una for-
mulacidn sintictica de esta versidn mds rigurosa del problema

de la decisidn, la cual, conviene advertirlo, no es adoptada en
este trabajo.

(*+) Véase la seccidn anterior,
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dera o universalmente vdlida si y sdlo si su contradictoria S
no es satisfactible y, a la inversa, si tertium non datur, una
rérmula S es satisfactible si y sdlo si su contradictoria ~S no
es l-verdadera o universalmente vdlida (*). De manera que el
problema de la decisidn para la validez se puede reducir al de.
la decisidn para la satisfactibilidad, y a la inversa (**).

En la prdctica, como afirma Church, "every solution of a
special case of either of these problems leads to a solution of
a corresponding speclal case of the other, so that the two pro-
blems need not be considered separately" (*+). Y, ademids, 1los
procedimientos o algoritmos a que dan respectivamente lugar los
criterios de consistencla o satisfactibilidad y valldez son tam
bién duales: "beilden erwdhnten Arten von Entscheidungsverfahren
sind aufeinander zuriickfithrbar" (+*). Por este motivo "it is
sufficient to treat one of them" (4++),

Autores hay que optan por plantear el problema de la deci-
s1dn sobre la base de la consistencia y otros prefieren hacerlo
utilizando el criterio de validez, Hilbert y Bernays son del pa
recer que 'fir die Auffindung und Darstellung der Entscheldungs
verfahren ist es im allgemeinem Ubersichtlicher, die Erfiullbar-
keit von Formeln zu betrachten" (***), Pero esto de "Ubersich-
tlicher" ("mis claro", "mds f£4cil") no deja de ser ccntroverti-
ble, pues una afirmacidn de tal género, aparte de lo que tiene
de subjetiva, supone conocer de antemano todos los procedimien-
tos presentes y futuros basados en la nocidn de validez y saber

&*) Véase Hilbert-Bernays, op. cit., I, p. 128.
*%) "Die beiden Probleme sind sachlich gleichbedeutend".(Ber-
nays-Schdonfinkel, Entscheidungsproblem, p. 343). Véanse también
Beth, op. cit., p. 585, y Hilbert-Ackermann, Grundzﬁgee, 3 e
# ) =0p. it D, 255

+*) Surdnyi, Reduktionstheorie, p. 31.

++) Ackermann, op. cit., p. 10.

***)Hilbert-Bernays, op. cit., I, p. 130,




que son de mas diffcil hallazgo y exposicidn que aquéllos que
parten de la consistencia. '

Ackermann, en cambio, aunque reconoce que "in some respects
the concept of satlsfiability is more easily handled when inter-
preting the well-formed formulas" (*), se inclina por considerar
exclusivamente el punto de vista de la validez. "The reason 1s
that the semantic truth definition of well-formed formulas we
have given here may then be more conveniently brought into con-
nection with a syntactical truth definition" (**),

Como, ademis, desde un punto de vista puramente diddctico,
¥y dejando de lado el criterio de la facilidad, que no puede ope-
rar en abstracto, la formulacidén semintica para la validez permi
te proseguir mids "naturalmente" el camino iniciado con el apren-
dizaje del procedimiento declisorio para establecer si un esquema
molecular es o no tautoldgico, tal vez sea preferible a aquella
sustentada en la nocidn de consistencia o satisfactibilidad.

Por tal motivo y en razén del objetivo propuesto, a partir
de aqui el problema de la decisidn serd siempre formulado semdn-
ticamente respecto a la validez, sin que esto signifijue otra
cosa que la personal preferencia del autor de este trabajo.

B El problema de la decisién en Légica asume, desde el punto
de vista de su solucidn, variadas caracteristicas, esencialmente
vinculadas al modo en que se constituye la clase C, Es por tanto
convenlente ordenar las soluciones atendiendo a los diversos mo-
dos en gue C puede estar formada (*+).

*) Ackermann, op. cit., p. 10.

**g Loc. cit.

*+) En 1o que slgue se pasan por alto clertas distinciones ¥y
precisiones (v, g.: la diferencia entre dominios infinitos enu-
merables y no enumerables, la distincidn entre cdlculo funcio-
nal puro y aplicable, etc.) que ni conciernen a 1lo principal de
este trabajo ni inciden sobre sus resultados. Quien desee obviar
éstas y otras deliberadas omisiones debe consultar la cldsica o-
bra de W, Ackermann ya mencionada,
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a) El problema de la decisidn en la Légica de las proposi-
ciones sin analizar se plantea del modo siguiente: 1) La
clase C es la de los esquemas moleculares o truth-func-
tions; 1i) La clase L es la de los esquemas moleculares
tautoldgicos o c-vdlidos; iii) Existe un esquema molecu-
lar arbitrario S, perteneciente a C; iv) Se trata de sa-
ber si existe o no un algoritmo o procedimiento deciso-
rio que permita determinar si S pertenece o no a L, vy,
en caso de haberlo, cudles son las instrucciones de que
se compone,

Tal algoritmo existe y por ello se afirma que el proble-
ma de la decisidn tiene solucidn positiva tratdndose de
esquemas moleculares. Como es mas que sabido, tal algo-
ritmo no es otro que el método de la tabla de valores,
utilizado ya en varios casos especiales por Gottlob
Frege en 1879 y elevado a procedimiento decisorio gene-
ral por Charles Sanders Peirce en 1885,

b) En la Légica cuantificacional de primer grado el proble-
ma se plantea asi: i) Existe una clase C de fdrmulas
cuantificadas en que figuran cuantificadores, variables
individuales ligadas (*), variables predicativas n-4di-
cas (n 2 1) libres, y, eventualmente, conectivas, letras
proposicionales y/o constantes individuales; ii) Existe
una clase L de fdérmulas cuantificadas l-verdaderas o vi-
lidas en un universo no vacio; 1iil) Existe una férmula
arbitraria S, bilen formada; iv) Se trata de saber si
existe o0 no un algoritmo para determinar si S pertenece

(*¥*) En caso de que S posea una o mds variables individuales sin
ligar,antes de proceder a establecer su l-verdad es preciso cuan
tificarla universalmente respecto a dicha o dichas variables 1i-
bres. Una cuantificacidn abierta es l-verdadera si y sblo si su
cierre universal lo es, (Véase Quine, Métodos, pp. 199/200 y 263).
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ono al, y, de haberlo, cudles son sus instrucciones(*).

Como ha demostrado Church, dicho algoritmo no existe, y es
por tanto lmposible decidir, en general, acerca de la valil-
dez de S (**), Pero existen soluciones' positivas cuando S
presenta conflguraciones especlales,

1) Si, dado un esquema molecular tautoldgico, se substitu-
yven sistemiticamente sus letras proposicionales (total o
parcialmente) por férmulas cuantificadas de la especie
que fuere, el problema de la decisidn para la férmula
cuantificada S asi obtenida es soluble positivamente y S
es vdlida (y, naturalmente, c-vdlida) (*+)., En todo 1lo
que ha de seguir, y salvo mencidn expresa, S nunca repre
sentard una fdérmula c-vdlida,

2) Si S no posee varilables predicativas sino Unicamente va-
riables individuales y sus operandos son "truth-functions"
en gque las letras proposicionales han sido reemplazadas
por fbérmulas de la forma 'x = y!, se dice que S es una
"férmula con igualdades" ("equality formuia") y el pro-
blema de la decisidn para ella es soluble positivamente.
El algoritmo decisorio proporciona las reglas para cons-

(*) En general, y _esto vale para cualquier procedimiento deciso-
rio de los tratados en esta tesis, cuando se qulere saber sl una
formula S es vallda o l-verdadera en un universo vacio basta subs
titulr las cuantificaciones universales por V, las existenciales
por F, y resolver "truth-functionally": es vélida si y sélo si
se obtiene una V como resultado final, (Véanse Bernays-Schonfin-
kel, op, cit,, p. 345, y Hilbert-Bernays, op. cit., I, p. 107).
(**5 A Note., La demostracidén de Church no ha dejado de suscitar
dudas, basadas en lo que €1 entiende por solucidn del problema

de la decisidén. Segln Surdnyi gop. cit., p. 33) algunas investi-
gaciones de L, Kalmir indican "dass es nicht richtig ist, den
Satz von Church als einen Bewels flir die absolute Un]osbarkeit
des Entscheidungsproblem anzusehen'", pero en la actualidad nadie
parece discutir el resultado de Church,

(*+) Véase la seccidn 3, supra. En cambio, si la substitucidn se
efectlia en S, reemplazando sus cuantificaciones por letras pro-
posicionales, y el esquema resultante no es tautoldgico, nada seha
decidido sobre la validez de S,
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truilr otra fdérmula, con clertas caracteristicas, llamada
"reducida de S", y luego otras para determinar si la co-
rrespondiente reducida es o no universalmente vdlida. S
es vdlida si y sblo si su reducida lo es (*). En este
trabajo no se tratard de la decisidn de "equality formu-
las",

3) si1 S no posee sino variables predicativas monddicas
(n = 1) (**), el problema de la decisién es soluble posi
tivamente, sea D finito o infinito: en Ldgice Cuantifica
cional moniddica, por tanto, puede existir y en efecto
existe un procedimiento decisorio que hace posible la de
terminacién de la l-verdad de cualquier fbf que pertenez
ca a ella,

Fué Leopold Ldwenheim, en 1915, quien probd por vez pri-
mera que esta clase de fdérmulas eran decidibles, y prue-
bas mids simples fueron ofrecidas miAs tarde por Thoralf
Skolem y Heinrich Behmann, si bien, como afirma Ackermann,
"the three authors could make use of the preparatory

work of E, Schroder in the first and second volume of

his 'Algebra of Logic' " (*+), En cuanto a los procedi-
mientos mismos, deben mencionarse, entre otros menos re-
cientes o representativos, los de P, Bernays y M. Schodn-
finkel (+*),

E*) Véase Ackermann, op. cit., capitulo III, passim.

**) Si, ademis, poseyese signos de igualdad, S serad reducible a
otra fdrmula equivalente S', en la que habrid de aparecer forzosa
mente, agregada a las monddicas, una variables predicativa diiaT
ca, (Véase Ackermann, op. cit., V, 3). El caso de estas férmulas
se contempla, como es obvio, dentro de las n-4dicas (n > 1).

E*+; Ackermann, op. cit., p. 34,

+¥*) Como se ha de apreciar en el capfitulo VI, infra, este proce
dimiento permite la solucidn del problema de la decisidn de 1las
férmulas monddicas, tanto en su versidn débil como en su versidn
rigurosa (véase la seccidn 3, supra),
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W, V. O. Quine (*), G. H. Von Wright y S. C. Kleene (**),
basados todos ellos en la reduccidn del prob-.ema de 1la
decisidn para la validez a otro para la c-va_.idez, Estos
procedimientos, que seradn expuestos detalladamente en
los capitulos siguientes, 1o mismo que otro propuesto
por el sustentante, han sido seleccionados justamente
por poseer la caracteristica comin aludida, que permite
su utilizacidn y ensefianza como el obligado paso adelan-
te respecto a la Légica Proposicional, qus se¢ desarrolla
a nivel elemental con el auxilio casl exclusivo de la ta
bla de valores (*+).

4) Si en S aparecen letras o varlables predicativas n-&di-
cas (n > 1) y el dominio D es finito, el problema tam-
bién es soluble positivamente y existe el algoritmo re-
querido, Un procedimiento especialmente indicado es el
de Bernays y Schonfinkel a que se ha hecho referencia en
el inciso anterior,

5) Si en S aparecen variables predicativas n-4dicas (n > 1)
y el dominio D es infinito, el problema tienec solucidn
positiva sdlo en ciertos casos especiales o tipicos.

(*) Quine ha concebido, entre 1944 y 1950, hasta tres métodos
distintos, que se denominaridn en lo sucesivo, por razones de co-
modidad, @S, QL y QM. E1 primero se halla expuesto en 0O Sentido
194&;, el segundo en el articulo "On the Logic of Quantification"
1945), ¥ el tercero en su conocido libro "Methods of Logic"(1950).
**) Este procedimiento, tal como aparece expuesto en "Introduc-
tion to Metamathematics" (1952), es propiamente decisorio sblo
para la r-validez, pero, con las debidas adiciones, 1lo es también
para la validez universal, y por ello se le incluye en este trabajo,
g*+) No se tomardn en cuenta en este trabajo ni el método de
"tableaux sémantiques", debido a E, W. Beth, ni aquellos que exis-
ten o puedan existir en las 1l6gicas constructivas y en las que si-
guen la direccidn de G, Gentzen, puesto que, a diferencia de los
citados en el texto, o no apelan directamente al procedimiento de
evaluacidn tabular, o sus supuestos sistemdticos son de tal mane-
ra diversos que en realidad merecen un estudio por separado,
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P. Bernays y M. Schdonfinkel resolvieron el problema de
la decisidn para las siguientes formas normales prenex
(siempre que en la matriz no ocurran ni signos de igual-
dad ni variables individuales libres)(*):

(X1)(x2) ooooo (Xr)g(xaljxglo-.o.’xr)

(Hx'l)(ﬂx‘a) <. '(me)g(x-ljxgs . .,Xm)
(%) (%) v oo (X ) (Y ) (BT« o o (EY ) B(X 0 Xps 0 v o5 X s T g5 Vs 00 0s V)
Ackermann y Skolem, por separado, demostraron la solubl-
lidad de la forma normal prenex
(Xj) ----- (XP)(Ey)(Z1)....(Zn)ﬁ(x1,....,xr,y1,z1,....zn),

donde la matriz ha de contener Gnicamente variables pre-
dicativas diddicas (**).

G6del, Kalmdr y Schiitte, independientemente, han probado
que es soluble el problema de la decisidn para S cuando
ésta no contiene signos de igualdad y es reducible a 1la
forma normal prenex

(x1)...(Xr)(ﬁy1)(ﬂy2)(z1)-..(Zn)ﬁ(x1,...Xr,y1aY2,21,...Zn)(+)-

El mismo Kalmidr y Surdnyi, por el contrario, han demos-
trado que no exlste solucidn para las siguientes formas
prenex:

(By ) (@Y ) (F@yg) (%) e v e o (X 0BT 15 V05 T35 % 5 00 0sX)
(@Y ) (F@yp) (%) e o (%) (@y3)B(Y 15555 % g5 0 02X 15Y3)
(% )08y ) (%) (FYp) e oo o (BY )B(X 45T 15 Xns Vs 000 as ¥y ) (FF)

Bernays - Schdnfinkel, op. cit.
) Ackermann, op. cit., p. 72. La técnica de solucidn consiste,
como en el caso sigulente, en reducir la férmula dada a otra mo-
nidica, aplicando luego a ésta alguno de los algoritmos conocidos,
Ibld.;, pi-T5:
(++) Ibid., p. 61.



1 ¥T

Otros casos han sido resueltos tomando er cuenta, no ya
el prefijo de la respectiva forma normal prenex, sino es
tructuras especiales de la matriz y el némero y cardcter
de las variables predicativas que aparecen ex ella (*),

c¢) Las fbfs de la Lbgica Cuantificacional de segundo grado
(o generalizada, como la llaman Hilbert y sus seguidores)
son las ya conocidas, mds otras en que aparecen variables
predicativas ligadas, De manera, pues, que si en la Logi-
ca de primer grado el problema de la decisidn se resuel-
ve, en general, negativamente, en la Ldgica generalizada
dicho problema habrd de resolverse también negativamente(**).

Pero existen soluclones parciales: Lowenheim, Skolem ¥
Behmann han resuelto completamente el problema de la de-
cisidn para la clase de las fdérmulas correspondientes a
este nivel, siempre que aparezcan en ellas sdlo varia-
bles predicativas mcniddicas (ligadas) (*). En este caso
es posible eliminar sucesivamente todas las variables
predicativas, obteniéndose asi{ una férmula equivalente
en que sdlo figuran variables individuales, conectivas e
igualdades, y que, como se vid en el ine, b & supra, es
decidible,

6. Antes de pasar a estudiar, en los capitulos siguientes, los
procedimientos decisorios para fdérmulas monidicas de primer gra-
do, se expone en seguida, para facilidad del lector, la termino-
logia empleada en la presente tesis, y se proporcionan, de mane-
ra informal, las reglas de constitucidn de las fdrmulias bien for
madas a que atafien los citados procedimientos.

(*) 1Ibid., p. 85 y ss., passim.
(**) Hilbert-Ackermann, Grundzﬁgee, V=1,
(*+) Ackermann, op. cit., IV. 3.
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a) Una letra proposicional es una férmula (elemzntal),

b) Si 'a! es una letra o variable predicativa y ot
(1 £1 < n) una variable individual, 'aX,X,..... oL e

una férmula (predicativa) elemental n-&dica, y 'a' una
letra o variable predicativa n-4dica, Cuando n = 1 (v.g:
1ax'), 'a' es una letra o variable predicativa monddica,
y en tal caso la férmula (predicativa) elemental es tam-
bién monddica. Cuando en vez de variables individuales
aparezcan en una férmula (predicativa) elemental constan
tes individuales 'ay', la expresidén es también una férmu
la y se denominard férmula (predicativa) elemental
(n-4dica) con constantes individuales. Las letras predi-
cativas se representarin usualmente medlante 'f', 'g',
'h',.....; las variables individuales mediante 'x', 'y',
'z, . ....; ¥ las constantes individuales por medlo de

‘a', 'bi.’ 'C‘,-.... .

c) Si A es una férmula, ~A es también una férmula (molecu-
lar).

d) 81 A y B son férmulas, A.B, AVvB, ADB y A =B son fér
mulas (moleculares). A y B se denominan "comvonentes" de
la respectiva fdérmula molecular ("k-componentes'en el ca
so de A.B, y "d-componentes" en el de AyB). Los signos
tat, 1,0, W', 131 y ' =1 se denominan "conectivas" (*).

e) Una fdérmula elemental o una férmula compuesta exclusiva-
mente por férmulas elementales y conectivas es una "for-
mula predicativa abierta", Si en una férmula predicativa
abierta 1la o las fdérmulas elementales son exclusivamente
letras proposicionales, la férmula es una "truth-function"

(*) La jerarguia entre las conectivas se suele indicar medlante
el uso de paréntesis (en el caso de la negacidn) y de puntos au-
xiliares (en el de las demds conectlvas), y asi se hace en esta
tesis, que utiliza, con ligerisimas modificaciones, la notacidn
empleada por W, V, O, Quine en Methods of Logic,
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o "esquema molecular", Cuando en una férmula predicativa
abierta 'a' antecede inmediatamente, en todas sus ocu-
rrencias, a férmulas elementales, se dice qus 'A' Se ha-
lla "internada".

f) 8i '@(x)'es una férmula donde aparece por 1o menos una
férmula elemental moniddica con variable individual 'x',
"(Ux)B(x)' y '(@x)F(x)' son también fdérmulas ("cuantifi-

caciones" monddicas)(*).

'@#(x)' se denomina, en este caso, "operando" o "alcance",
y se escribe entre paréntesis, salvo que se componga de
una sola férmula elemental, negada o no. '(Ux)! (**) ¥y
'(gx)’ son los "cuantificadores", universal y existen-
cial respectivamente, con respecto a 'x', y a ellos se
hard referencia con las expresiones "U-" y "E-cuantifica
dores"., Toda fbérmula en que figure por 1lo menos un cuan-
tificador es una "férmula cuantificada'.

Si una variable 'x' (+) aparece en el operando pero no
en el correspondiente cuantificador, se dice que la va-
riable estd "libre" (en esa ocurrencia) y la cuantifica-
c¢ibén "abierta". Pero si aparece tanto en el operando co-
mo en el respectivo cuantificador, la variable estd "1li-
gada" (en esa ocurrencia), y la cuantificacidn "cerrada"
si y sbélo si todas las variables que en ella figuran es-
tdn ligadas., "Cerrar" una férmula cuantificada o una fér
mula predicativa abierta consistird entonces en ence-
rrar entre paréntesis a la férmula dada y escribir a su

(*) Todo lo que se dice en este inciso y en los sigulentes es a-
plicable, con las indispensables modificaciones, a férmulas n-4adi
cas en general, =
(*¥*) En los casos en gque no sea precisa la expresidén correcta se
escribird '(x)! en vez de '(Ux)'.

§+) Nada obsta para suprimir, en 1o sucesivo, el calificativo
individual" cuando se trate de una variable individual, pues en
la Légica de primer grado las variables predicativas pueden ser
tenidas, para todo efecto priactico, como constantes (predicativas).
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izquierda tantos cuantificadores universales cuantas va-
riables libres aparezcan dentro del paréntesis; de esta
manera todas las variables individuales de la cuantifica
cidén obtenida se hallardn ligadas.

Si A es una férmula en la que no aparece 'x', '(Ux)A' ¥y
'(gx)A' son cuantificaciones vacias; en este caso deben
suprimirse, por superfluos, los cuantificadores.

g) Si en '@x' no aparecen cuantificadores, '(x)gx' y '(3x)@x'
son "cuantificaciones simples", y "complejas" en caso
contrario, "Cuantificacién bdsica", en sentido estricto,
es aquella cuantificacidn simple en cuyo operando no apa
recen variables libres, letras proposicionales nl cons-
tantes individuales (*). A es una "férmula (cuantificada)
bédsica" si y sblo si estd constituida por: a) una cuanti
ficacidén bédsica; o b) cuantificaciones bédsicas y conec-
tivas; o c¢) cuantificaciones bésicas, letras proposicio
nales y conectivas (**), En caso de que una férmula cuan
tificada bédsica posea mis de una cuantificacidn bésica
v en dos o mis de éstas la variable de cuantificacidn
sea distinta, conviene substitulr todas las variables de
la férmula por una sola, Se dice entonces que se ha "uni
ficado" la variable. Cuando en una férmula cuantificada

(*) En el capitulo VIII, infra, se habrd de considerar bésica,
en sentido lato, la cuantificacidn que exhibe, ademds de la va-
riable de cuantificacidn, letras proposicionales y/o constantes
individuales. En los demids capitulos, salvo mencidn expresa,
"cuantificacidn bédsica" deberid entenderse en su sentido estricto,
Adviértase también que para Quine, en el articulo "On the Logic
of Quantification" (que se estudla en el capitulo III, infra), u
na cuantificacidn es bdsica cuando, aparte de los requisitos ya
indicados, el cuantificador es universal,

(*¥*) Para los efectos del procedimiento decisorio que se expone
en el capitulo VIII, infra, una férmula sigue siendo bdsica aun
en el caso de exhibir, fuera de sus cuantificaciones bésicas, fér
mulas elementales con constantes individuales. =
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1,! figura dGnicamente dentro de los operandos, se dice
que en dicha férmula '~' se encuentra "internada".

h) Si 'ﬁ(x1,x2,....,xn)' es una férmula en que aparecen las
variables 'x,', 'XE',.....,'xn', vy '(QX1)' un U- o E-
cuantificador, (Qx,)(Qx,)...(Qx )B(x,,X554...,% ) €s una

férmula, y se denomina, si 'ﬂ(x1,x2,.....,xn)’ carece de
cuantificadores, "forma normal prenex"; 'ﬁ(x1,x2,...,xn)'

serd la"matriz" de la forma normal prenex y "prefijo" el
conjunto de cuantificadores que la preeede (*). En este
caso el operando de cada cuantificador abarcari toda a-
quella parte de la fdérmula que aparece inmediatamente a
su derecha, de manera que cada cuantificador, salvo el
primero,se hallard dentro del operando de aquél que apa-
rece a su izquierda, '

El prefijo de una forma normal prenex serd "propio": a)
cuando todos los U-cuantiflicadores precedan a los E-cuan
tificadores; o b) cuando sblo posea U-cuantificad-res;
o c¢) cuando sblo posea E-cuantificadores,

(*) Conviene a veces escribir los prefijos en forma compendia-
da, Asi, por ejemplo, '(x1)(x2).....(xn)' se podri escribir
(X ZEgseeaasX))!
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El Procedimiento QS

1s El primer procedimianto decisorlo que Quine haya dado a la
publicidad, si no yerra el autor de esta tesis, es, como se di-
jo, el que aparece en "O Sentido da Nova Logica" (*), Segin el
propio Quine, es "debido principalmente a Herbrand" (**), pero
es posible apreciar una estrecha relacidn entre su idea bdsica
¥ algunas ideas ya expuestas con mucha anterioridad por Behmann
(op, cit,, § 10). En lo sucesivo se le denominarid procedimiento
QS.

Afirma Quine que QS es un "criterio mecédnico" que sirve pa
ra decidir en general "si las matrices representadas por un es-
quema [monddico] dado son vdlidas" (+), Si se tomara al pie de
la letra esta caracterizacidbn, QS, por ser sdlo eso, no podria

ser considerado sino "medio procedimiento decisorio", ya que ni
mecanico es sindénimo de decisorio, ni figura en el texto de O
Sentido nada que permita suponer que sirva también para decidir
si dichas matrices - de ser el caso - no son vdlidas (+),

Sin embargo, como el procedimiento se reduce, a fin de cuen
tas, al método tabular de evaluacidn de "truth-functions", y és-
te constituye un procedimiento efectivo para determinar tanto la
validez como la invalidez de dichas férmulas, QS es cn realidad
un procedimiento deeisorio.

2y En la terminologfa de Sentido, "una matriz es un enunciado
o bien puede convertirse en un enunciado (..n.,....) por la a-

E*) Existe una traduccidén al castellano, hecha por Mario Bunge
"E1l Sentido de la nueva Ldégica". Buenos Aires, Editorial Nueva
Visidn, 1958), a la cual se referirdn todas las citas que en lo
sucesivo se hagan de O Sentido,

*%*) Métodos, p. 170, n.1.

+) Sentido, p, 9.

++) Véanse 1.2, supra,y Apéndice I,.
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plicacidén de uno o mds cuantificadores" (Sentido, p. 61) y e-

nunclados, a su vez, son expresiones "sin pronombres (*) 1i-
bres" (ibid., p. 68).

"Matriz", mds precisamente, significa en Sentido:

a) Una férmula elemental (es decir, una letra predicativa
segulda por una o varias variables individuales), negada o no;
b) La conjuncidn, negada o no, de férmulas elementales, nega-
das o no (**); ¢) La férmula compuesta por uno o mis cuantifi
cadores, negados 0 no,seguidos por una matriz en sentido es-
tricto (*), negada o no’ ("cuantificativo", como se la denomina
en Sentido, p. 55); y d) La férmula compuesta por un cuantifi
cativo, negado o no, o por la conjuncidn, negada o no, de va-
rios cuantificativos, negados o no,

Asi, por ejemplo, son matrices

LX) £XangX) o (X ) FXpn(X)gx! (ibid., p.-78),
Tn((x)£X. (X)8Xen(x)gx)! (loc, cit.),
Tn((%X) (fXe8X) on(x)gx) ! (loc, cit.),
' ((x) (¥ ) Ex7un(y) (%) Fxy)? (ibid., p. 82),
y también lo son, pero en sentido estricto, 'fy'!' (ibid.,p.78)
v '(EXonfXogx) ! (ibdd,, DT

Quine distingue expresamente entre esquema y matriz (¥1);

(*) "Las letras 'x', !'y!, etc., auxiliares de la notacidn
cuantificacional, se llamaran pronombres logicos" (1bid= b
58). En lo sucesivo seran denominadas variables individua-
les" o simplemente 'variables", no por ser ésta una mejor de-
signacion, nl mucho menos, sino por gozar dicho término de
méxima difusidn.
(**) En tal caso, como en el anterior, se dird que se trata
de una matriz en sentido estricto, En esta clase de matrices
pueden aparecer eventualmente, en vez de una fdérmula elemen-
tal, tanto una letra proposicional como un cuantificativo,
Viase esta misma seccidn, infra,
En este caso la matriz toma el nombre, muy conocido, de

operando o "alcance",

(¥%) Ib1d.,p, 61 v asa.
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denomina esquemas a "las expresiones del tipo ok Dene G
que se emplean en la teoria de la composicidn (*) y en las que
aparecen las letras 'p!, 'q', ete., "(es decir, truth-functions),
y matrices a "las expresiones del tipo '(x = y)', '(y = y)!,
'X' es combustible!, '~ x es combustible', etc., a las que se a
costumbra aplicar cuantificadores". Pero como en la pigina 94
habla de "esquemas que tienen la forma de matriz" y de "matri-
ces representadas por un esquema", pareceria que 'esquema' de-
be tener para el autor alguna otra acepcidn que no es la del
pasaje pertinente ya citado. En lo que sigue, sin embargo, y
dejando sin dilucidar 1o que parece constituir una clara inde-
cibidn terminoldgica, 'esquema' deberid dar a entender, ademis
de: truth-function, una expresidn con forma de matriz. Esquema
sefé, por tanto, cualquiera de las fdrmulas que aparecen en el
aparte anterior,

'Esquemas moniddicos', a su vez, de acuerdo a la defini-
cidn que proporciona su autor (**), son aquellos que cumplen
los siguientes requisitos:

a) "Sdlo exhiben 'x!' como pronombre" (esto es, como varia
ble),

b) "Carecen de pronombres libres" (esto es, todas las ocu
rrencias de la variable estdn ligadas).

c) "El cuantificador '(x)' que figura en un esquema moni-
dico nunca se repite dentro de su propio alcance a la
mangra -de (X)) (Lisserns BT s st (oB%o o8, 17
ningin operando aparecen cuantificativos),

Como ejemplos de "tipicos esquemas monidicos" (loc, cit.)
el autor sefiala los siguientes:

(*) Asi llamaba entonces Quine a la Ldgica de las proposicio-
nes sin analizar,

(%%) -Ibs%d.; D, 94,
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(2N o (x) ifx) (p. 71,B)
a {(X) & (Pxy ~ gxle (x)Px, 5 (xien) (p. 73:€C)
v (~ (X))~ (FX 4 8X) o (X) A TX) (p. 75,D)
o (vPon (X)fXgn (X)n (Pe ~ X)) (*) (p. 80,E)

el (Xl aders e o) (B Cex)e el (s ) (p. 86,H)
~ ((X) v (8% o v DX ) o(X)n(8Re £X) on( X )8 (X)n(fX,bx)) (p. 88,I)
v (A (Pe~v (X)FX) o Do ~ (X)FX) (%) (p. 96 )

No deben considerarse como esquemas monddicos las siguientes
férmulas:

SEe o e (p. 68,A)
v ((X)(7)ExY 0 ~ (¥)(x)Fxy) (p. 82,F)
v { (F)n (%) 0 Ex7 o & ()0 () B0) (p. 85,0)
3u Existe un "criterio mecdnico" (**), en el caso de los es-

quemas monddicos, para "decidir, en general, si1 las matrices
representadas por un esquema (%) dado son vdlidas" (ibid., p.
94}. Aunque nada se diga explicitamente, se da por convenido
que el universo no es vacio y que no se tratarid de la decisidn
de esquemas monaddicos composicionalmente.vdlidos, como, por e-
Jetplo, '~ ((X)J(0x . g0, (X) 808, ~ PRV, & (x)(Px o gxilE
que es vdlido por resultar de la substitucidn ordenada y com-
pleta de 'p' y 'q' en el esquema tautoldgico '~ (pP.de ~ D)
por '(x)(fx.~ gx)' ¥y '"(x)(hx, ~ fX)', respectivamente, (++)

Sea S un esquema monddico cuyas letras predicativas son
', '2',.4.. ¥ que carece de letras proposicionales. Para
"probar su validez" (ibid., p. 95) debe procederse primero a

(*¥*) 'p' representa en esta fdrmula una matriz "que no contie-
ne 'x' como pronombre libre" (loe, cit.).

(*x) "Procedimiento" serfa un término mis adecuado. Téngase
presente, ademds, que no es 1lo mecdnico lo esencial de un pro-
cedimiento decisorio,

(*) Debe leerse "esquema monidico",

(++) Esta doble estipulacidn se extiende a los demds procedi-
mientos que se examinardn en los capitulos siguientes, Véase,
sin embargo, la seccidén 9, infra,
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transformarlo previamente en 1o que Church ha denominado "forma
normal de Quine" (*) y que se mencionari abreviadamente con la
letra 'C', procediéndose luego a evaluar tabularmente la expre-
sién '~(A,~C)', donde 'A' representa un esquema que luego se
describird, y a interpretar el resultado ebtenido., Este proceso,
en detalle, incluye las fases sigulentes: (**)

a) Transformacidn previa de S, mediante conocidas equiva-
lencias de la Légica Proposicional, en un esquema mond-
dico que sbélo posea las conectivas ',' y 'a!, Sea S,por
ejemplo, :

(x)(fx Dgx)o(x)(8x Dhx)e D (x)(fx D hx),

Modificdndolo de acuerdo a lo prescrito, se tiene

(X)) (£Xen8X) o (X )n(B8XeahX ) gn(X ) £Xonhx) T , S,

b) Substitucidén de todos los cuantificadores existenciales
que puedan aparecer en S por el cuantificador universal,
de acuerdo a conocidas reglas de intercambio de cuanti-
ficadores,

c) Modificacibdn de cada uno de los cuantificativos simples

de 81 a fin de permitir que cada unoc de ellos

(*) Review, p. 59, Poco despuds advirtid que era una denomina-
cidn incorrecta "since it was first used,.,.by Herbrand" (JSL
15, 1950, p. 199). Tal vez haya sido Herbrand el primero en u-
sarla, pero Behmann (op. cit,, § 10), a propdsito del problema
de la decisidn de fdérmulas monddicas, describe una que es funda
mentalmente la misma, Kneale and Kneale (Development, p. 726) —
la atribuyen al autor alemén y es muy probable que tengan razén
éaunque en su tesis de Bachiller el sustentante no lo creyd asi),
**) Las dos primeras, que no aparecen en Sentido, son afadidas
aqui dada 1a necesidad de llevar cualquier esquema monidico a
la especialisima forma en que Quine escribia entonces los esque
mas monddicos: utilizando dnicamente el cuantificador universal
¥ las conectivas ',' y 'a', Como es natural, la obligacidén de
cumplirlas depende exclusivamente de la constitucidn de S.



2.6

exhiba todas las letras predicativas que aparecen en
S1. (Ninguno de los tres que integran el esquema usado
como eJemplo posee en su respectivo operando las tres
letras predicativas 'f', 'g' y 'h').

La modificacidn prescrita consiste en "completar" cada
operando que lo requiera, uniéndole por conjuncidn tan
tos esquemas de la forma '~(QX ,~QX)', en la que 'o!
representa la letra predicativa requerida, cuantos fue
ren menester (*), El primer cuantificativo de S, , por
ejemplo, quedard transformado en

H{x )l EXeagX nfhxscix) 115
el segundo en 'X)n[gxeahX n( £XAFX) ],
¥y el tercero en ' (x)aulfx,hx.~(gXe~gx)]' .

Reemplazo de cada uno de los operandos ya '"completos"
por lo que Quine titula su forma candnica,esto es, una
conjuncidén de conjunciones negadas, debiendo exhibir
cada una de éstas, s8lo una vez, y ordenadas alfabéti-

camente, todas las letras predicativas, negadas o no
individualmente (%**),

Examinese el primer cuantificativo, ya "completado" ,
de S,. Su operando no se halla en forma candnica y de-
be por tanto ser reducido a ella mediante el procedi-
miento expuesto por el autor (4) y que se explica a
continuacidn:

1) Eval(iese tabularmente el operando
'm[fx.r\,gx.m(hx.mhx) } I .
As{ se obtiene la siguilente tabla:

Esta transformacidn no es otra que la operacidn denomina-

da por

(Ibid.,

V-eq, pl.

(**) Véase Sentido, p, 26/28 y p. 94, Se trata en realidad de

una forma normal conjuntlva, donde 'p', 'q!', etc, se hallan re
lazadas por férmulas elementales,

Quine "intercambio de equivalentes composicionales"
p. 76) y se Justifica fécilmente recordando la ley 'p.

Ibid., p. 94,
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fx gx hx § ~ [fX ¢ A~ 8% ¢ ~ (hX o ~ hx)]
V=N ” NV F FV
Y- VP N=Ak F FV
VaicHe=\k s v VvV
V-=R—F BZ 0 v ATV
BN N ATl F FV
B =g AR F PV
T D ) iV ooh v PV
PP -R vV F v FV

2) Considérense los valores de 'fx!', 'gx' y 'hx' sélo
en los arreglos que han resultado falsos:

fx gx hx
v F v
v F F

3) Constriiyanse tantas conjunciones con 'fx', 'gx' y
'hx! como arreglos falsos hayan resultado (*),negan
do tales componentes donde aparecen como falsos en
el correspondiente arreglo, segin el cuadro ante-
rior:

fx.mgx;hx
f}{.mgx.mhx

4) Niéguese cada una de estas conjunciones y Gnanse a
su vez mediante conjuncidén, El esquema asi obtenido

m(fx.mgx.hx).m(fx.ng.mhx)

serd la forma candnica buscada y el primer cuanti-

(*) En caso de resultar c-vdlido el operando cuya forma cand-
nica se trata de hallar, ésta se obtlene mediante un procedi-
miento especial, (Véase la seccidn 5,infra).
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ficativo quedarid convertido en su equivalente
RV o B8 ) o R R e )

En forma similar se obtienen las formas candnicas de
los operandos de los cuantificativos restantes, las
mismas gue son

(b [(BK ¢ gF S )l s w{ate Sniy~ )l
y - d
o (XhviTx 3 8 s DE) o % LK o 0 BR % ~ I8

e) Distribucidn de los cuantificadores, es decir, todo
cuantificativo de la forma '({x)(a ZX ¢ ~ @'%X....)"! de-
berd ser reemplazado por una conjuncidén de la forma
(X)) v @x ¢ (X) & B'X,000.! (%), que serd la forma
normal del respectivo cuantificativo, De modo que 1las
formas normales de los tres cuantificativos de S, se-
rédn, respectivamente,

(x) ~ (fx ¢ ~ gX o hx) ;_(x) i (BX oK o o TR

(X)m(f]{. gx.mhx).(}()m(mfx,gx.mhx)._

v : : ;
~-[(K)m(f}{.gX.th)e (X)N(fx.'\:gxo’“m)]o

Substituyendo ahora cada cuantificativo de S por su co
rrespondiente forma normal se obtiene

(*) Obsérvese que cada uno de los componentes de la forma nor
mal de un cuantificativo es siempre un cuantificador universal,
negado o no, seguido por una de las conjunciones negadas que

forman parte de la forma candnica del operando de dicho cuanti
ficativo, Ejemplos de estos componentes ue conviene denomi-_
nar "cuantificativos tipicos", son ! ~ 1x) n {fx cex iy HE)l
Hx)y ~ifx o) k) s £ v (e e N (R a T
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a{{Z)al EXengX DX ) o (X)n( PX A snhX )
o (X )n(fxegx nhx) o (E)n(nExogxinhx) .
.N[(x)m(fx.gx.n.hx).(J;)m(fx.mgx.mhx)]] v C

C, que se compone exclusivamente de cuantificativos
tipicos,es el esquema o forma normal de S,. No hay ne
cesidad de ir mds alld en la transformacidn de S
lo inico que resta ahora es proceder al paso siguiente.

f) Determinacién de la c-validez del condicional 'a(A,~C)!
donde A representa, para el caso del ejemplo, el esque
ma.

Al (X)n(FXegXhX ) o (X)n(FXe8XyhX),
o (X)n(FXengXohx), (X)n(£XenhXonhX),
o (X)n(~fXe8XohX) o (X)n(nfXegXonhX),
o (X)a(AfXeagXehX) o (X)n(~fXenBXonhx) ] (*),

para saber si A c-implica a C, Si asi fuere, C serd vid
1lido, como habri de serlo, entonces, su equivalente S,
Es por tanto indispensable_evaluar_el esquema

n oo [(X)a( £Xe8XohX) o (X ) (FXeZXonhX) o

o (X)n(FXenBXe hX) o X )n( FXon8X o nvhx)

o (X)n(nfXegXeDX) o (X)a(~FXogXonhxX)

a (X )l afX iR  BX ) o (X )0l X ngXenhix ) ]

o [(X)n(£XengXohX) o (X )n( FXongXe~hx)

o (X)n(fXegXonhX) o (X)n(~FX(EXonhX)
an((X)n(FXegXonhx)  (X)n(FXengXanhx) )] ],

(*) En general, si n es el nimero de letras predicativas que
aparecen en S, A es la negacidn de la conjuncidén de los,n dis-
tintos cuantificativos tipicos que se pueden formar con'n le-
tras predicativas, No es dificil ver cbmo A estd constituida
de tal manera que si se eliminan los cuantificadores y se apli
ca la equivalencia de De Morgan, A resulta ser la forma normal
disyuntiva perfecta de un esquema tautoldgico, en el que 'fx!',
'gx!, '"hx',...se.« hacen las veces de letras proposicionales ,
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No es preciso aqui,por suerte, efectuar toda la tabla,pues
teniendo en cuenta Unicamente el consecuente C y substitu-
yendo los cuantificativos que la integran por 'p', 'q’,
etc., se obtiene

m[p-qu’.S.N(I’oQ)] 3

que es un esquema c-vdlido, como se puede establecer fécii
mente. De manera que '~(A,~C)' es también c-v4lido, puesto
que todo condicional cuyo consecuente es c-vadlido es él1
mismo c-vdlido, y C estd c-implicado por A, Por ello C es
vdlido y S, su equivalente, también lo es, Se ha llegado
asi a la decisidn buscada (*),

Se resuelven a continuacidén algunos problemas de decisidn

para esquemas monddicos bastante simples, lo que servird para
ilustrar adecuadamente la aplicacidn de QS.

(x)fx D (ax)fx S
Reduciendo a la notacidn de Sentido:

ol {x) fxon(Ex)rx] S
nl (X )P, (X )nfx]

S, se halla en forma normal C, de manera que s6lo hace fal
ta construlr el condicional para la decisidn, que es:
w[m[(X)me.(X)mw f}i].mm {{x)fx.(x)mfx}] . m(A.mC)

Eliminando las dobles negaciones se obtiene
N['\J[(x)’\-’fxt (X)f}{}. [(X)f){.(X)me]] 9
Ysechando mano a letras proposicionales ,

"U[’\'(pOQ)aQ-p] e

Es posible, como ilustra el ejemplo del texto,simplificar

este Gltimo paso de QS, Cuando C sea c-vidlido no seri preciso
evaluar '~(A,~C)', pero de no serlo, esta evaluacidn no puede
dejar de efectuarse (Sentido, § 30, passim). Sobre este punto,
tratado in extenso, véase la seccidn 9, infra.
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A implica a C y por lo tanto S es vAlido o l-verdadero,

(Ex)fx D(x)fx S
~ [ ( Ex)fx. ~ (x)fx] g
m[m (X)mfx.r\.- (x)fx]

Como en el ejemplo anterior, S, se halla en forma normal
C. Construyendo y evaluando el condicional para la deci-
sidn:

r\.u[ ~ [(X)fy X o (X)fumf.}{] . vy [fu (X) RS i SRR (X)fX}] N{A,ruC)
r\..-[ o [(X) ~ X Py (X)-f}(] ® [m(}f.) mfx. Y (X)f}{}]
o (Dat)s ~ qa Dl

A no c¢c-implica a C, S, en consecuencia, no es valido,

(ax)(£x. gx) o (Hx)(gx . hx)eDa( ) (25, %) s
m{m(X)ﬂu(fX.gX).m (K)m(gx;hx).(x)m(f}(.M)] 81

Buscando las formas candnicas de los operandos de los
cuantificativqg que exhibe S1 y distribuyendo luego los
cuantificadores para obtener las formas normales de cada
uno de aquellos:

- ~ (hx 4~ hx)

e
5

a) fxsgxe DX | i

V- ¥ BN sey
Vil P R RS B
S S Vi @ %N
V F F TR SN
F V V AR LR
F V F Vil v
By Vo B
P F ¥ SR
~(x) [~ (fx 0 gX o X))o ~ (£X0 gX o ~ hx)] FC,

A AR AT X o-hR) s X} {Tx s 2% nlin)] Q
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b)o T prahk o (R B A T oa TR
v Vv v F v PV
v A% F F v PV
v F v vV F ATESRT
v F R vV F VvV
F v v v F Vv
F v B v B AT
F F v v F VvV
R I B v F vV
AxH A (Te B X ) o (o TXe Bxe Bk} FC,
ol (X)) o (BX o Rk § A ai(a T2y 8% 5 h) ] Q2
c) PX o 2% s DX 410 sr (PRt Xn (X e %)

v V v B vV PV
v v P P A7 FV
v F v Vv F vV
V F F | v F VX
i e | B S ) F VYV
F v B v F vV

e R v F VvV
F P B Vv B vV
(x)[~(fx s gX o hX) o ~ (fX, ~ 8X,4 hx)] FC,
()& (T g Bx) 5 (%) o {fR s gt hit) Q

Substituyendo los cuantificativos de S_i por sus respecti-
vas formas normales Q,, Q2 y Q3 :

N[N[(K)W(fx-gxohx)o (X)m(fx e EX o ~ h.){)}
sroflf) me (0% 5 %o BX) o (K} (oI o 8% o HE) ]
AxY o ExS exe b)) (s o v atn)] ©

El condicional final es



--m[m[(x) m (P 8 BX .o TX) W Ry X A B

. AR ns (EXig e D) o IR J A A BT s B an bk
o () il Tx o 8 e X s (X ile X 5 8% - i h)
o (X)n(n fXqn gXohX) o (X)n(~n £X g A 8X o ~ hx)]
vl v (X} (X 8% o hX) o (%) Al X 5 £X . w hx)
o v (X))~ (fX o 8Xe hX) o (X) v~ £x 4 BX o hx))
k) (P i o ) e (X (EX b b

Reemplazando en el condiclonal los cuantificativos por le
tras proposicionales:

Al 1Dsd olaBe Calls WaXleamlnlDg dre m(lo-.t)-p‘.r’]}i

Como esta truth-function no es tautoldgica, A no c-impli-
ca aCyS, por tanto, no es vdlido,

(x)(fx Dgx)e (x) (Bx Dhx}e( Tx)fxe D, (Hx)(£x , hx) S

ol (X ) (£X X ) o (X))l gXonht) s XJafx (X ) £xhx) ] 31

Reduciendo a sus formas normales los cuatro cuantificati-
vos que exhibe Sz’

a.) m(fx.m gX). ~ (hX. ~ h.X)
(X))o (X s g ahr) s (X (fx s 5 pPx s DX
Bl algx s s hit) o i, v £X)
(x) v (fX 4 gX o~ hX), (X)n (~v £X 4 8X 4 ~ hx)
.C) mfx.m(gx.mg}{).w(hx.mh.?{)
a LX)l IE s BE o hX) g () ailfx Sex bioe hx)
o (X)n(fXxen gXxohx)e(X)n (£X on 22X, ~ hx)]

d) m(fx.h}{). "-‘(gx . e gx)
(X) Al TX o X o BX) o [(K)n [TX o PX g BE)

La forma normal de §, alterando por comodidad el orden de
los componentes, es
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-\.-[(X)-_\., (fX o ~ gxs hx) , _(X)m__(_f}{.-_-u gX + ~ hx) :
s (B (IX B e & B ) o (X (A Th . P ~ k)
o (X)n(fx 4 gx 4 hx) s (X)n (FX. ~ gx o hx)
o & ((x)ulfx, gxy hx) s ()~ (£x, 8% o D)
o (X)X ngx s hx)lo(Z)n (B, ~ 825 » xR E

C es c-vdlido, como lo prueba la siguiente truth-function
tautolégica :

-\‘-[D.Q. r. Soto"b (to Ta Pe Q)]

A c-implica entonces a C y S es valido (*), No ha habido
necesidad de construir, por superfluo, el condicional
l"U(A. A C)‘-

Puede suceder que un cuantificativo de la forma '(x)~@x!',
donde 'A@x' es un operando c-vAlido, forme parte de un esquema
monddico. No hay manera alguna, en este caso, de hallar la for
ma candnica de dicho operando mediante la técnica prescrita
por el autor, puesto que una truth-function tautoldgica carece
de arreglos falsos, Por dicho motivo Quine.recurre a un ardid
(Cf., Sentido, p., 27/28) (**),

Como la forma canbnica que se trata de obtener ha de ser
composicionalmente equivalente al operando '~A@gx', es decir, tie
ne que ser también c-vdlida, es posible construirla uniendo me
diante la conjuncidén las fdérmulas elementales fX, gX, hX,.....
requeridas, mds otra que serd la negacidén de una cualquiera de
aquellas y negando luego dicha conjuncidén, Ejemplos: la forma
"eantuica" de (fX s gx oD, fx) serd (XTI X, 0x vz i)
y la de (fx = fx) 3 X TR SR i)

(*) Se trata, como es sabido, del esquema de un medo Bamalip
con premisa existencial, :
(**) Adviértase que este ardid produce una forma que en rigor
no es candnica, de modo que, estrictamente hablando, los cuan-
tificativos cuyos operandos sean c-vdlidos jamids podrdn reducir-

'se a cuantificativos tipicos,
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El caso presentado no mereceria mayor relieve si no fuera
por la peculiar situacidn que se produce cuando se trata de de
cidir si un esquema monddico de esta especie es o no valido,
Supbdngase que el esquema sea

(xJlfx s ex i DiTn), s

La aplicacidn rutinaria del procedimiento conduciri al
condicional

~ [m[(}{)m(fx. gx) . (X)"‘-' (fxc"\-' gx) . (x)"\‘("‘ fx- gX)
- (X)m ('u P A gx)] . (X)N (fx. ~ f]{.gX_)},

que en manera alguna es composicionalmente vdlido, como debe-
ria serlo, ya que la validez de S no admite duda, Lo mismo a-
contecerd con todo esquema monadico compuesto exclusivamente
de un cuantificativo de la especie indicada: a pesar de ser vé
lido no siempre resultarid serlo al aplicirsele. el procedi-
miento QS, tomado a la letra,.

En el caso de esquemas monddicos que cuenten entre sus
componentes con una cuantificacidn cuyo operando sea c-vdlido,
la situacidn es la misma, Examinese un caso muy simple: :

v [(X)n (FXo v 8X) o v (X) ~(FXy ~ £X)] ()
X LR S B )i g s A X )l B s TR c

El condlcional

o b LX) o C T R ) oe (X)) i EFZ e EX Vo | X Pl Tk 5
o (XY midas Th oo BE]) e nl (X mif Tha i 2K
.m(X) m(fxo-'\c X . QX)}]

0
no es c-vidlido y por lo tanto ézﬁeré cuantificacionalmente véa-
lido de acuerdo al procedimiento QS, Pero su validez es obvia

y cualguler otfo procedimiento lo demuestra perfectamente.

Puede pues afirmarse que, tal como aparece descrito en




Sentido, QS no puede garantizar la correccidén de todos los re-
sultados que se obtienen mediante su aplicacibdn.

A qué se debe esta anomalfa? No es necesaria mayor averi
guacidn: la presencia en C de un cuantificativo irregular, ati
pico o anormal, que no aparece ni puede aparecer en A, trastor
na el Jjuego de la idea de c-implicacidn en que reposa el meca-
nismo de QS.

De acuerdo a éste, en efecto, un esquema monddico S con n
letras predicativas monddicas es vdlido si y sdlo si estd c-im
plicado, una vez substituido por otro esquema equilvalente cu-
yos cuantificativos son tipicos, por otro esquema A, compuesto
por los o™ diversos cuantificativos tipicos que es posible for
mar con n letras predicativas, Por eso es impresecindible,sl se
acepta sinmés la estricta nocidn "truth-functional" de c-vali-
dez, que C se halle compuesto exclusivamente por cuantificati-
vos de los que aparecen en A, pues de otro modo resultarfa im-
posible una evaluacidn tabular normal de '~(A, L) ~guie  SeB
justamente lo que sucede en los ejemplos propuestos (%),

Si bien ningin pasaje de Sentido indica el medio de reme-
diar esta situacidén (ni tampoco da pie para sospecharla), es
fdcil apreciar que una solucidbn prictica consiste en la asigna
cidn, al evaluar tabularmente '~(A, ~C)!, del valor V y sdlo

de V a todos los cuantificativos que una vez puestos en forma

normal sean del tipo '(X)~ (fX e~ fX.....)', puesto que por su

(* ) Observese que, por las mismas razones expuestas, cuando
en una férmula monddica aparecen fdOrmulas elementales con cons
tantes individuales, el procedimiento QS tampoco es capaz de e
vitar resultados incorrectos, como puede comprobarse facilmen=
te al someterle '~[(x)fx.~fa]'. Cierto es que no se trata aqui
de esquemas moniddicos tal como han sido definidos por Quine,
pero las férmulas con constantes individuales son de uso fre-
cuente, de manera que la deficiencia de QS a este respecto no
puede ser pasada por alto,
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naturaleza jamds pueden ser falsos (*)(**), Asf, si se trata
de decidir acerca de la validez de '(xX)(fx.gx. D .fx)',la ta-
bla del condicional para la decisidn seri

n L (X)) (£Xe8X) o (X)) (FXongX) o X)n(~IXogX)
. (x)m(mfx.mg)i)].m(X)m(f‘x,mfx.gx) }

<

o MR 7 - O o A o B - EER- - OO - (R R U< R - R I — A |
i B I - o R~ S~ - I~ - [ - FL - R~ < BRI S~ =
oo < gDyl d
L v G B s [ = (- < R Ty o R i [R5 el R

PRl = <R e L e R O A e e R e e S e R C o

(*) Con este criterio de asignacidn es evidente que se agre-
ga un elemento no "truth-functional"” a la nocidn de c-validez.
(**) La idea en que se basa esta solucidén puede ser también
ventajosamente adaptada para abreviar las operaciones cuando
el operando de un cuantificativo es c-inconsistente. En efec-
to: si sblo se asigna el valor F a un cuantificativo S de esa
especle cuando se evallda el condicional '~(A,~C)', se obten-
dra finalmente un resultado correcto y Se habrd evitado 1la
substitucidn de S por su forma normal, nada menos que la con-
Juncidén de 2P (n = nlmero de letras predicativas que exhibe
el esquema) cuantificativos tipicos, y el riesgo inminente de
una fatigosa tabla, Sobre una posterior abreviacidn, véase 1o
que sigue,
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Como todos los arreglos son verdaderogs puesto que en e-
1los la negacidn del cuantificativo atipico es F, 1o que aca-
rrea la falsedad de la conjuncidn negada en Gltimo término, el
esquema es ahora valido y las cosas vuelven a su sitio,

Otra solucibn, que rebasa deliberadamente los linderos de
QS, es la de utilizar cuatro reglas que forman parte de 1la tég
nica resolutiva expuesta por Quine seis afios mids tarde, recur-
80 que tiene la ventaja adicional de aligerar el empleo de QS
cuando el esquema bdsico exhibe cuantificativos con operandos
c-vidlidos o c-inconsistentes. En estos casos se substituirdn
por 'T' o '|', respectivamente, todos los cuantificativos de
dichos tipos y se procederd luego a simplificar el esquema re-
sultante mediante la aplicacidn ordenada de las reglas ' 'p.]!
gg ipt 1. 'p._L' eq t_|': 1,: INT'I eq 1_|_r 1yt :,uli eq |T= 1.
donde 'p! representa un esquema cualquiera,

Se habrd de alcanzar necesariamente uno de tres resulta-
dos: a) S se reduce a 'T' (S es vdlido); b) S se reduce a !']|!
(S no es vdlido); o c) S se reduce a otro esquema equivalente
S!' en el que no aparecen ni 'T' ni t{' (S es valido si y sblo
si S' lo es). En los dos primeros casos se ha conseguido una
decisidn y el problema estid resuelto, En el tercero y Gltimo
falta aln aplicar QS a S', 1lo que no ofrece ya dificultad algg
na, pues todos les cuantificadores de S' son ahora tipicos, La
solucidén de algunos casos basta para ilustrar el uso de estas
reglas, potestativo por lo demis,y, como se dijo, extratio al
procedimiento QS original,

I) = (XM fxs BX - Ao FX) S
(EYa{fx, 5 £x . ex)

S es vélido ,

II) '\;[(X)m(fx.m gx).m (X)m(f}i.m fX)] S
X w (e a £ s (X)) s {PX e nntx o &% )]



TXE)

1v)

e
m[(X)m(fx.ng{).L]
~ ]
-

S es vAalido ,

(X)PX S gx) 5 o~ (R)gx o Wt oy 1% B 2lh v, EXVe BELS
(x)n(fXengX) on(X)n( FRonfX,2X)
(X)n(FRenX)en T
(X)n{TXonlx) & |
I

S no es valido.

ik () o (fX o o 2x) TR IEE D Tx)] S
A fR) e CEX o o BT 13 LR PR v £X - 8%) )
w b (X) ~ (Fxiig At ) ™. T
~ (EY Silfn i px) S!

Como S' ya estd en forma normal no queda otra cosa que
formar el condicional para la decisidn:

wlnd{x)alfx ex) o () FXongx ) (X )lal X gX)
s{X)a(alxengn) T (XDl PXingr )8

C no estid c-implicado por A. Luego S', lo mismo que S, no
es vAlido.

A BX)(£Xs 2 FXVEX) e = o X)X hx v IX) S
() (£XenfXenzX)e o on(X) (AfX AhXo~jx)
[ (X) (FRoAEX 8K ) o (X) (afBanhiXan]x)] (*)

Al l o (X} {afXsahTendx) ]

~ 1

T
S es valido.

&2

Repdrese en que la forma normal del cuantificativo con o-

perando c-inconsistente tiene 16 cuantificativos tipicos y 1la
del restante tiene a su vez catorce,
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i Existen esquemas que, no cumpliendo debidamente con los
requisitos estipulados, pueden no obstante ser transformados
en esquemas monddicos equivalentes, logridndose asi que QS 1les
sea aplicable indirectamente (*), En efeccto: si S es un esque-
ma no monddico y S!' un esquema moniddico equivalente a S, S se-
rd vAlido si y sblo si S!' 1o es, cosa que 8{ puede determinar-
se con el auxilio de QS.

Los detalles de las transformaciones requeridas segin los
casos, que constituyen en conjunto lo que bien podria denomi-
narse "técnica de reduccidn a esquemas monddicos", asi como al
gunos problemas que suscitan, son los siguientes (**):

a) Cuando un esquema S exhibe otra variable individual a-
demds de 'x', y siempre que cumpla con los demds requisitos, S
puede ser transformado mediante la operacidn signada por Quine
con la cifra VI (+). Esta operacidn, intitulada "variacidn
alfabética de un pronombre" (loc. cit.,), supone la existencia
de dos matrices en sentido estricto, que sdlo difieren "en que
la primera exhibe un cierto pronombre 1libre" (loc, cit,), como
es el caso de 'fx' y 'fy', Afirma Quine que "si aplicamos a
las respectivas matrices los cuantificadores que contienen los
pronombres libres en cuestidn, el resultado de la substitucidn

(*) Quine se limita a escribir: ".. y diversos esquemas no mo
nidicos.... pueden convertirse en monddicos por medio de V y
VI" (Sentido, p, 94). Es posible afirmar, sin embargo, que
cualguier esquema no monidico - y no sdlo sbdlo diversos esque-
mas - puede ser convertido en monddico mediante una apiicacidn
exacta de las instrucciones que se dardn luego, La idea direc-
triz es la de ir "limpiando los operandos de dentro a fuera
mediante la operacidn (V) y,tan pronto como ésta no sea aplica
ble, debe hallarse la forma candnica correspondiente y distri-
buirse luego el cuantificador, con lo que desaparece el obstéa-
culo y puede prosegulrse sin mds hasta concluir, empledindose
EV) al final.

**) La exp051015n de esta técnica se hace en tres inecisos, co
rrespondiendo cada uno de ellos al respectivo requisito cuya =
omisidén se trata de remediar,

(+) Sentido, p. 83.
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de uno de estos cuantificativos por otros (*), dentro de cual-
quier matriz vAlida, serd valido" (loc, cit,). Por ejemplo: co
mo '~((x)fx,~fz)!' es vidlido (ibid., p. 68), si se substituye
en ella '(x)fx' por '/y)fy',el esquema resultante'~((y)fyeafz)!
también es v4lido {loc, cit.).

No es cosa de aceptar sin reservas la regla de la varian-
cia alfabética si de 1o que se trata es de reducir un esquema
S para hacer factible la aplicacidn de QS, Como dicha regla,
en efecto, es aplicable sdlo cuando S es vAlido,y S por hipétg
sis no es monddico, QS no podri emplearse y habri que recu-
rrir forzosamente a un procedimiento que no sea QS para saber
si S es vAlido, (VI) procedente y QS aplicable, pero en ese ca
so ni QS ni su aplicacidn son ya necesarios, pues ya se ha de-
cidido acerca de la validez de S.

La dificultad puede ser salvada Unicamente si se enuncia
la regla de variancia alfabética sin tener en cuenta la vali-
dez o invalidez de los esquemas concernidos, tal como hace el
propio Quine en otras obras suyas, posteriores a Sentido (*%),
Conviene entonces prescindir de la operacidn (VI) Yy poner en
lugar suyo lo que convendria llamar "regla de variancia alfabé
tica en sentido lato", segln la cual, si un esquema no es monid
dico puede enmendarse el incumplimiento de la estipulacidn
(a) substituyendo por 'x' todas las ocurrenclas de otras varia
bles individuales en dicho esquema, siempre que los otros dos
requisitos se cumplan o hayan sido satisfechos previamente.

b) Puede también un esquema S no ser monddico por osten-
tar variables o pronombres libres. Pero si se atiende a lo gque
dice Quine (ibid., p. 61), pronombre libre es aquél al que'"fal

(*) Asi reza la traduccidn castellana, pero no hay duda que
lo correcto es "por el otro",
(**) Véanse Mathematical Logic, § 21,y Logiec, p. 6.
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ta un cuantificador", y en consecuencia bastari escribir a 1la
izquierda de S el 8 los cuantificadores universales que se re-
quleran para que sea cumplido de inmediato el segundo requisi-
to, Con este proceder se obtendri, bien un esquema monidico,
bien un esquema que no lo sea por transgresidn de alguno de
los otros dos, Esta segunda alternativa obligari a continuar
de acuerdo a lo que prescribe el respectivo inciso de esta sec
c¢idn, obteniéndose asi un esquema monddico equivalente a S.

c) La operacidén signada con (V) (ibid., p. 8.) permite in
tercambiar esquemas de las formas '~(pen(X)EX)' ¥ '(X)n(Ponfx)!,
donde las letras esquemiticas "representan matrices que no con
tienen 'x' como pronombre libre" (ibid., p. 94),y obviar, de g
sa manera, el incumplimiento del tercer requisito (*). Resulta
asi posible transformar, por ejemplo, '(X)al(X)n(fxeagx)
en(fXehx)]', que no es un esquema moniddico, en 'A[(X)a(fXo~gX)
en(X)(fx,hx) ]!, que si 1o es., Debe tenerse muy presente que no
siempre puede aplicarse esta operacidn a un esquema en su for-
ma original, Tratindose de '(x)(fx.p)', por mencionar un caso
de lo mids simple, es indispensable obtener de antemano su for-
ma normal,

8. No es mayormente explicito Quine cuando se trata de la a-
plicacidén de QS a esquemas no moniddicos, pero un examen atento
de sus preceptos permite hallar siempre el camino correcto, si
bien harto tortuoso, hacia la solucidn buscada, Los siguientes
ejemplos pueden ser muy provechosos para adquirir familiaridad
con esta ampliacidén de QS,

(*) Consideradas como letras o variables proposicionales, 'p’,
'q!', 'r!', etc, pueden aparecer dentro de un operando sin afec-
tar la legitimidad de un esquema monddico (véase 2 supra),
pero ello no excluye la necesidad de extraerlas mediante la o-
peracidén (V) para evitar la ulterior aparicidn en '~(A,~C)' de
nocivos cuantificativos atipicos que no pueden extirpar las Xe
glas agregadas a QS (véase seccidn 6,s ipra),
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) ity ) s

S tiene mds de una variable y una de ellas es libre, Como
no es posible ain expulsar 'fy'!', debe hallarse primero la
forma normal (*) de S, que es

(X )a{ EXIATY ) o () (X, DY ) S EE )R (T ) & S,

Aplicando (V) para expulsar 'fy' y !'~fy! de los cuantifi-
cativos de S1:

m(mfyum(X)me).m(fygm(X)fX).m(mfy.m(X)fX) 82

De esta manera se ha subsanado una de las dos infraccio-
nes de S, Falta ahora ligar 'y', cuantificando universal-
mente para ello 32 respecto a 'y', Luego,distribuyendo el
cuantificador, se obtiene

(Y)N(nyom(x)wfx)o(Y)W(fYnm(x)fx)t(Y)m(me¢N(X)fX) © 83

Pero como ahora 83 viola el requisito (c), deben expulsar

se los cuantificativos que se hallan dentro del alcance
de '(y)' mediante la aplicacidn de (V). Se tiene entonces

m[m(X)mfx.m(Y)fY].m[m(X)fKum(Y)mfy].m[m(X)fx.w{Y)fY] = 54

Basta ahora unificar la variable respecto a 'x', pues Su
s6lo incumple el primer requisito,y simplificar hasta don
de se pueda., La forma normal de S es

aln(X)afx n(x)fx] . (x)Fx C

¥ el condicional para la decisidn
m[m[(X)fK,(X)mfﬁ].m[m[m(x)wfx.m(X)fX].(X)fX]].

Como este esquema no es c-vdlido, S no es l-verdadero,

(*) En toda esta seceién "forma normal", como se ve inmediata
mente,tiene un alcance mds amplio que el convenido,
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(x) ~ [fXon(¥)a(fYengy) ] S

Exportando el cuantificativo 'a(y)~(fye~gy)'! ¥y unificando
1la variable:

Reduciendo '~(x)afx' a su forma normal:
sl{xIn(txagn) ¢ (X ) PXsngx]

De manera que la forma normal de S1 resulta ser

nl (X)) PR X ) o[ X ) Ex o g8X ) o (X ) £XoagX) } ] C
y el condicional para la decisibdn

nlne] (X )n{ £X e 8K ) o )l TROAEE ) o [ E ) (il Ta BX ) o (X ) [ nE X n X )
en(X)n(FRengX) ol (X)n(Fxagx) 5 (~n(FXangx) 1) ,

A no c-implica a C y por tanto S no es vélide.

(%) [fXan( )~ (LY gy ) ] S

Este ejemplo es "casi" el mismo que el anterior., Sin em-
bargo, la "insignificante" diferencia origina una secuela
muy distinta de operaciones. En efecto: el operando de
(x) no estd negado, de modo que es imposible aplicar la o
peracidn (V) antes de obtener la forma normal de S, Esta
se obtiene de la manera corriente, si bhien conviene, para
mayor comodidad, utilizar 'p' provisionalmente en vez de
'n(¥)a(fyengy)'. Asi se obtienen,sucesivamente,

(x) [~(fXeP) en(~fXaD) en(nfXenD) ]
(X)~(TXeP) o (X)n(~fXeDP) o (X)n(nfXenp)
(X)n(PefX) e (X)n(PanfX) o (X)n(ADanlX)

[ Pen(X)nfx]enlpen(x) £x] nfapan(x) Fx ]
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nl EX Y Pxangt X Yanl X )al K sl (R £ ngtX ) o X ) £x]
.N[N(X)m(fx.mgx).m(X)fX] .

Reduciendo '~(x)~fx' a su forma normal:

A (X)n(AfXeg8X) o (X)n(AfXengx) ]

De esta manera se puede ya obtener la forma normal de S,
O sea

(X ) £ enEX ) e { (X )nu{ nf X e2X) o (X ) nfXenx) }]
.m[(x)m(fx.mgx).m[(x)m(fx.ngx).(x)m(mfx,gx).(x)m(wfx.mgx)]]
el X)) A £XenlX) e [(X) (£ g n%) o (X)n(AfZe 2X) o (X)) (afx,~e2x) 1],

A es, en este caso,
Al (X)) (FX,8%) o (X)a( £XenBX) o (X)n(nfXe8X) o (X)n(~FXongX)] ,

S1 apelamos a letras proposicionales, el condicional para
la decisidn serd el siguiente:

~{nv(PeQeTes) en[n{den(res) ) lenlden(q.ris) lonlagen(q.res) 1)
Como este condicional no es tautoldgico, S no es vdlido(*).
Iv) (x) [£fXeDe = (¥ )Ly ] S

Reemplazando provisionalmente '~(y)afy'! por 'q' :

(x)(fx.p.:: DQ) (**)- S
S1 equivale a

(X)n(fXeDenq).
Expulsando 'p' y 'q! mediante la operacidn (V):

(*) El lector puede resolver por su cuenta '(x)[~fX.~(y)
~(fye~gx)]' (y sepa de antemano que no es vilido),

(**g No existe problema alguno cuando en un esquema aparecen
dos o mids componentes que deben ser expulsados, siendo perfec
tamente intercambiables los esquemas '(X)a(DPeGeTe sevee ~@X)T
Y I’“(p.q.roolo-o-oo l’\'(x)gx)'-
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nfpengen(x) £x]

Substituyendo 'q' por fm(y)mfy' y unificando la variable:

sl pe X)Xl X )% ] s s
El condicional para la decisidn es

noirl (X )l Xy (X )EE ] grire 1D X ) nF (X )afX ] )5

cuya c-validez se aprecia mejor recurriendo a letras pro-
posicionales y escribiendo la siguiente truth-function:

~la(der) e pedenal
De manera que A c-implica a C y S es valido,
(%) (£x00)2 D> +(80) (8% 3 o FxuD) (%) s
En notacién de Sentido:
m[(x)(fx;p).(XJ(EX.m(fX.p))]

La forma"normal"de '(x)(fx.p)' es

(x)'\-'( fx-gxa’\*p)o (x)"'( fx-’\'gxe'\-fp ) . (x)"'("‘fxogxap)
o (X)n(AfXengXeD) o (X)n(ALXeB8XanD) o (X)a(AfXoagXenD) o

Aplicando (V) a dicha forma normal:

N[NPQN(K)W(fxch)]UW[NpoW(X)W(fKONgx)]oW[peW(x)m(foogx)]l
snl Do X)a(nfXgn@X) Jonlapen{x)a(nfxegx) ) snlnbsnl X Inlalx  nex )]

La forma normal de '(x)[gxe~(fX.p)]' resulta ser

(X)N(fxogxop)-(X)N(fxungup)-(X)m(fxong-mp).
ol X)nlatEyngEep ) o (X)alalf R a8t aD )%

De Quine, Métodos, p. 265, apenas modificado.
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Aplicando (V) a este esquema:

b Dard( K )nd £252%) Juml Do )l EX sngx Fl o bape (X )al Een )
env[Pen(X)n(afXongX) Jonlapen(x)n(~fxongx) ]
La forma normal de S es entonces

nofrl D en( Xl txex) Vinl pon(x Yt fxagk) fonlponlx i nfXien) 1,

enlpon(X)n(nfXengX) Jonlapen(X)n(nfXeg%) Jonlapan(X)n(~fXongx) ],

en[pen(X)n(£x08%) Jonlporo(X)n(£XongX) Jenlap, (X)n(£Xangx) 1,
e Pen(X)n(AfXengX) Jonlpen(X)n(~fXongx) 1] 5 C
A, que en este caso es
~l(X)n(FX0g%) o (X)n(FRongX) o (X)n(~fXa8X) o (X)n(~FXongx)]

c-implica a C, como tal vez se anime a comprobar el lec-
tor, S, por ello, es! vilido,

No es posible dar término a este capitulo sin dedicar u-
nas palabras a la razdén dé ser del condicional '~(A.,~C)! 4 cuyo
cardcter es el que decide finalmente acerca de la validez de
un esquema cuya forma normal es C,

A primera vista puede tenerse la impresidn de que se tra-
ta de un afiadido superfluo y que puede, por tanto, ser elimina-
do sin perjuicio alguno para la eficacia de QS, es decir, que
el proceso puede terminar considerando a la forma normal C co-
mo una truth-function de cuantificativos tipicos, cuya evalua-
cidn ha de permitir alcanzar la decisidén sin tener por qué con-
tinuar con la del mencionado condicional, No sobra, sin embar-
go, tal fase de QS: si el esquema '~[(xX)fx,(x)~fx]', por ejem-
plo, es sometido a QS, acortado de la manera antedicha, esto
es, sin tomar en cuenta el condiciocnal '~(A,~C)', se verid que
no resulta vdlido, situacidén imposible de aceptar pues es en
verdad imposlible que, como enuncia el esquema, todos los obje-
tos del Universo disfruten al mismo tiempo de las propiedades
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contradictorias f y -f, pero en cambio su validez resulta co-
rroborada si se le somete a QS, comprendiendo la prueba del
condicional, En 1o que sigue se va a tratar de elucidar este
punto y otros concomitantes,

Recuérdese, para empezar, que la correccidn de los resul-
tados de QS se halla garantizada a condicidén de que el univer-
so no sea vacio (*)., Pues bilen: simbdlica y operativamente di-
cha estipulacidn funciona en QS al figurar como el antecedente
A del condicional para la decisidn, y esto se muestra claramen-
te cuando, al substitulr sus U-cuantificadores por E-cuantifi-
cadores, A viene a ser

(8x) (@ Xe @ Xt 0a® X)V(ER) (2 Xe UXa s s on X)Vaas

.8 -V(HX)('\'C‘N]XGWQEXQ aasse o"\‘anx);

esto es, un enunciado que afirma que existe por 1o menos un ob-
jeto que disfruta de las propiedades a1,a2,.....,ah,o gque exls-
te por lo menos un objeto que disfruta de las propiedades
a1,a2,.....,man, y asi sucesivamente, es decir, que existe por
lo menos un individuo que disfruta de alguna de las posibles
combinaciones de la totalidad de propiedades dadas en cierto
universo y que éste, por tanto, no es vacio,

El esquema 'A[(x)fx,(x)~fx]' equivale, intercambiando sus
cuantificadores, a '~[~(@x)afXx.~(Tx)fx]', cuya tabla es

nfn(@x )Xo~ (Ex) ]
VFV FF V
VFV FV F
VVF FF V
FVF VV F

(*) Véase la seccidn 3,supra,
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Se aprecia cbdmo la linea que perjudica la validez es preci-
samente aquélla en que se consideran falsos '(#Ex)fx! y '(#Ex)~fx!',
lo que significa que, cuando no existe un objeto que disfrute de
f ni de -f, esto es, cuando el universo del discurso para
'lald@x)afx,~(dx)fx]! sea vaclo, el esquema no es vadlido., Pero
si se admite la estipulacidn de un universo no vacio,la tabla es

ol (FX)AEXY(TX )Xo (A (TX)AfX o~ (Hx)Fx )]

Y ¥ V<V FF FF
L VF FF FV
V F NN FV FF
V. R FF FV 'A%

y de acuerdo a ella es valido el esquema segin el cual si el u-
niverso no es vacio, por existir en él por lo menos un objeto

que disfruta de f o de -f, '~[~(EX)~fXe~(Ex)fx]' ¥y su equivalen
te 'a[(x)fx.(x)~fx]' son vdlidos, pues sean los que fueren 1los
valores asignados a sus cuantificativos tipicos, nunca se dard
el caso de que sean falsos., Ahora bien: como el antecedente es
su condicidn suficiente, y se afirma de antemano, con el carac-
ter de estipulacidn forzosa, que es verdadero, por modus ponens
se llega a la validez de '~[(x)fx.(x)~fx]’,

La estipulacidén de un universo no vacio, motivo esencial
de la dltima fase de QS, no es innecesaria, pues si se intenta
alcanzar resultados similares a los conseguidos por la Lbégica
tradicional no es posible prescindir de ella (*). De manera que
sl se adopta el condicional, tal como sucede en Sentido, QS per

(*) No debe confundirse tal estipulacidn con la "condicidn
existencial", también requerida para la validez de algunas in-
ferencias de la Légica tradicional, o sea la concesidn de que
ciertos términos o clases que aparecen en tales inferencias po-
seen por 1o menos un elemento, Esta es una suposicidn mis fuer-
te que la del universo no vacio, como 1lo ilustra el hecho de
que los modos Darapti, Felapton, Fesapo y Bamalip, por ejemplo,
admitida la existencia de elementos pertenecientes a sus térmi-
nos medio y mayor, son vadlidos siempre, pero sin tal admisidn
no lo son, sea o no vacio el universo del discurso.



mite decidir acerca de la validez de un esquema monddico en un
universo no vacio (que es la que toma en cuenta la Ldgica tra-
dicional),y de no hacerlo asi,la decisidén aportada por QS es co
rrecta sblo tratdndose de un universo cualquiera,vacio o no (*).

Existe sin embargo un medio mds préctico que quitar o po-
ner el antecedente antes de efectuar la tabla de valores cuando
se desee determinar la validez de un esquema en un universo va-
cio o no, Afirma Church, a propdsito del procedimiento deciso—
rio de Von Wright, basado en la misma idea de QS, que una
férmula predicativa monddica de primer grado, puesta en una for
ma normal que se obtiene luego de distribuir los E-cuantificado
res sobre un operando en forma normal de§¥untiva, es vdlida "in
all non-empty domains of individuals if and only if it has fthe
value Truth for every such system of truth-values in which not
all the 2 E-constituents ("cuantificativées tipicos") have the
value falsehood" (**), es decir, que poner como condicidédn que
el universo no sea vacio da lo mismo que borrar de la respecti-
va tabla de su forma normal, obtenida segin los preceptos de QS,
la linea en que se asigna V a todos los cuantificativos tipicos
que forman parte de ella (+),

De modo que el empleo de QS puede ser apreclablemente faci
litado si se modifica su Ultima parte de la manera siguiente:
a) obtenida la forma normal C, debe efectuarse su tabla para to
dos los valores que puedan asumir sus cuantificativos; b) S es
vdlido en un universo no vacio si y sdélo si, suprimida la prime-

(*) La condicidn exlstencial, en caso de requerirse, debe ser
formulada explicitamente en el primer caso, En el segundo es
imposible formular la condicidn existencial sin admitir al mis-
mo tiempo la no vacuidad del universo,

E**) Review, p. 59.

+) Si se recuerdan conocidas equivalenciasentre U- y E-cuan-
tificadores no deberi dorprender esta aparente alteracidn del
pasaje citado de Church,
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ra linea de la tabla, esto es, aquélla en que se asigna V a to-
dos los cuantificativos, S es c-vdlido; c¢) S es vdlido en cual-
quier universo, vacio o no, si y sélo si, tomando en considera-
cidén todas las lineas de la tabla, S es c-vdlido (*),

Asi, por ejemplo, en el caso del esquema tantas veces uti-
lizado, la tabla es

wE(x ) Exelx)atx]
d e VvV
=SV FFR
GFEES T FV
N8 FF

Suprimir la primera linea es aceptar la estipulacién del
universo no vacio, lo que originalmente se realizaba mediante
el agregado del antecedente A, S es entonces valido, por ser
c-vdlido segin la tabla reducida, No lo es, en cambio, si se

toma en cuenta la tabla integra, es decir, cuando el universo
es vacio,

A manera de resumen de las consideraciones hechas hasta a-
qui sobre el procedimiento QS puede afirmarse lo siguiente:

a) La presencia de cuantificativos con operandos c-vdlidos
en un esquema bésico cualquiera perturba el ‘Juego de
las reglas de QS, cuyo autor, o no se ha percatado de
ello, o intencionadamente ha dejado a sus lectores 1la
tarea de descubrir y resolver por su cuenta la cuestidn,
Sea como fuere, debe tenerse muy presente lo dicho en
la seccidn II.6,supPa,si es que no se desea correr el
riesgo de obtener, al usar QS, resultados incorrectos.

(*) E1 tratamiento de esquemas que exhiben cuantificaciones
con o?erandos c-vdlidos o c-inconsistentes (véase seccidn 6,
sapra) no varia en caso de admitirse esta modificacidén de QS.
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c)

2.32

El procedimiento QS no permite una decisidn cuando en
el esquema aparecen constantes individuales., Si bien el
propio Quine conviene en esto al no tener como monidico
un esquema de esa especie y al no proporcionar téecnica
alguna de reduccidn, y nadie puede discutir su derecho
a hacerlo asi, tampoco puede discutirse la frecuencla

y utilidad de dichos esquemas, sobre todo para el anéli
sls de inferencias en las que aparecen proposiciones
singulares, Un procedimiento que sea aplicable a ellos
serid sin duda superior a @S,

El procedimiento QS es arduo y fatigoso, ain tratdndose
de esquemas monaddicos relativamente simples, y asi lo
ha reconocido su autor (*), pero puede sin embargo sim-
plificarse considerablemente segin las indicaciones he-
chas en las secciones 6 y 9. El caso de esquemas en for
ma normal prenex y de esquemas complejos en general re-
quiere para su solucibén un esfuerzo evidentemente des-
proporcionado en relacidn a otros procedimientos conoci
dos,

Lo aseverado en los tres incisos anteriores acerca de
QS no lo hacen recomendable, El propio Quine no vuelve
a mencionarlo en sus obras, como no sea para poner de
manifiesto sus desventajas pricticas, comparidndolo con
otros que concibid posteriormente.

£

Métodos, p. 170, n.1.
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El Procedimiento QL

Un atio después de publicado 0 Sentido, Quine introdujo un
nuevo procedimiento decisorio, "reminiscencia de procedimien-—
tos desarrollados por Behmann (1922) y Parry (1932)" (*), des-
crito en el articulo "On the Logic of Quantification" (**),
"The primary purpose of this paper ...... is to present a new
decision procedure for monadic schemata which seems convenient
enough for practical and pedagogical use" (+).

En la seccidn 5 de dicho articulo el autor justifica el
procedimiento que presenta y que a partir de aquil se menciona-~
r4 abreviadamente con las letras QL, Diecha Jjustificacidn no se
rd incluida en este trabajo, ni tampoco la extensidén de QL a
esquemas poliddicos, esto es, esquemas en 1los cuales las le-
tras predicativas poseen dos o mds argumentos, -puesto que, ni
aquélla concierne a su objetivo, ni dicha extensidn constituye
propiamente un procedimiento decisorio en sentido estricto(++).
En efecto, el que "all the valid polyadic schemata can be deri
ved from the monadically valid schemata" (*+) no significa o-
tra cosa que la posibilidad de obtener por substitucidn, a par
tir de un esquema monAddico vAdlido, esquemas poliiddicos también
vidlidos, Esto no constituye sino "medio procedimiento deciso-
rio" (+*), puesto que no proporciona "procedimientos generales

E*) Métodos, p. 170, n,1e

*¥*) JSL, 10 (1945), p, 1-12, Llama verdaderamente la atencidn
que Anderson y Johnstone (Natural Deduction, p. 339) confundan
este nuevo procedimiento con el QS ya estudiado en el capitulo
anterior,

(*) Loglc, p. 3/4,

(++) "It is known, furthermore, that no decision procedure is
possible for the validity of polyadic schemata" (ibid., p. 4).
§*+; Loc, cit,

+*) Métodos, p. 260,

3.1
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para mostrar la no validez" (*) de los esquemas poliddicos que
sean de tal condiecidn,

El procedimiento QL se halla constituido esencialmente
por una prueba de validez, aplicable Gnicamente a esquemas mo-
néddicos bisicos cerrados (**), Es posible, sin embargo, exten-
derla a toda clase de esquemas monddicos, lo que se logra agre
gando a dicha prueba una técnica que permite transformar cual-
quier esquema monddico cerrado en otro equivalente, pero bési-
co (*). QL se compone, por tanto, de una técnica de reduccidn
a esquemas monidicos bésicos cerrados, mids una prueba de vali-
dez, descritas ambas en las secciones 3 y 4 de "On the Logic

*¥*) Como en este articulo Quine cambia substancialmente 1la
terminologia empleada en Sentido, es conveniente hacer algunas
indicaciones al respecto. Un esquema moniddico se denomina "ce-
rrado" si carece de variables libres y recibe el nombre de
"cierre" ("closure") de otro esquema S que posee variables 1li-
bres, siempre que se halle compuesto por este GUltimo, mis cuan
tificadores universales 'x', 'y', etec,, correspondientes a ca=
da una de las variables libres que S exhibe, Un esquema que 08
tente por lo menos una variable libre estid "abierto".Una cuan-=
tificacidn "bédsica", por otro lado, es un esquema cerrado que
consiste en un cuantificador universal, seguido por una truth-
function, cada uno de cuyos componentes es una letra predicati
va seguida por la variable que aparece en el cuantificador, Se
denomina, por Gltimo, "esquema bidsico", una truth-function en
la que alguna o todas sus letras proposicionales se hallan
substituidas por cuantificaciones bésicas, Asi, por ejemplo,
son bdsicos los esquemas '(X)fX D pe( EX)fXe > op' ¥
T(x)(fxDgx)e(x)(gxDhx), > (x) (fx>Dhx)!, Pero '(x)(fx>p).

o IX)fX,>.p' no lo es, puesto que '(x)(fx>p)', una de 1las
cuantificaclones que aparece en lugar de una letra proposicio-
nal, no es bésica,

(+) Como en el caso de QS (véase II,6 supra), un esquema mond
dico que exhiba una férmula elemental compuesta de una letra
predicativa seguida por una constante individual ni es bésico,
de acuerdo a "Logic", ni hay cbdmo transformarlo en bédsico con
los medios que proporciona la técnica aludida en el texto, Por
lo tanto, la determinacidén de su validez o de su invalidez no
puede ser sometida a QL, so pena de incurrir en graves errores,
El esquema '(x)fx>fa' ilustra tal situacidn, pues siendo ob-
viamente vidlido resulta no serlo cuando se le somete a la prue
ba de vallidez de QL.

E*) Loc, cit.
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of Quantification", "The combined techniques of the two Sec-
tions" - afirma el autor - "then enable us to test any monadic
schema for validity, simply by transforming its closure into a
basic equivalent and testing the latter for validity" (*),

Quine empieza explicando primero la técnica de redueccidn
Yy en lo que sigue se hari lo mismo,

2 No existe forma de pasar de un esquema monddico cerrado
no bdsico S a otro bésico equivalente que no sea la de "depu-
rar" sus cuantificaciones, expulsando de los respectivos ope-
randos las fdrmulas que no deben aparecer en ellos, Dichas fér
mulas pueden ser: a) letras proposicionales como L 3 Rapoms oy pet
etc,; b) férmulas elementales cuya variable no es la de cuan-
tificacidn, como 'fy' en '(x)(fy = gx)'; o c¢) cuantificacio-
nes bdsicas, con variables distintas a la de cuantificacién,co
mo '( Hy)gy' en '(x)[fx = ( Hy)gyl' (**).

El método general de expulsidn ("exportation") de las fér
mulas enumeradas propuesto por Quine a manera de complemento
de QL prescribe las sigulentes operaciones,que se aplicarén,
como es natural, Unicamente cuando el caso lo requiera:

a) Toda ocurrencia de '( Ix)', '( Ty)', ete, debe ser
substituida por 'a(X)at, 'n(y)a', ete., respectivamente,de ma-
nera tal que en S aparezcan sdlo cuantificaciones universales,
negadas 0 no,

b) Sea '"(X)(eeseeeasees)! Una cuantificacidn de S que
exhibe un componente 'p! no permitido en las cuantificaciones

*)  Togle, ‘p. 4.

**¥) No hay necesidad de incluir en esta lista componentes del
tipo 'fa', desde que, como se indicd en la seccidn anterior,su
presencia, incluso fuera de los operandos, impediri siempre

que S, segin 10 prescrito por QL, sea o pueda transformarse en
bédsico,
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bdsicas (*)., Para expulsar dicho componente se empezari por en
contrar, "by truth-function theory" (Logic, p. %), las dos ex-
presiones a que se reduce '(........)! para 'p'='T' y 'p'=tf,
"An easy graphic way (**) is to put the appropiate truth-value
letter, 'T! or 'F', for 'p! throughout '(s..sesee.)! and then
progressively reduce '~ | ! to 'F !, AF ' to 'T', 'T.£xX' ¢to
tpxtl, 1F fxt b0 tF, itz F ' to tfxY, and so.on' (loc.oibl
hasta lograr que '[' y 'F ! desaparezcan de "(.eeeeees)’s

Sean '(===meee- )! y'(°°°°°°°°)1 las dos expresiones busca
das. La cuantificacién original '(x)(..ess.s.)' equivale a
p.(}{)( ““““““ )-V ompc(x)(ocoooooo) (+)' D

D' es la forma general de la cuantificacidn bésica, equi
valente a la no bidsica, que se buscaba,

Sea, por ejemplo,la cuantificacidn no bédsica siguiente:

(x)(fx > p) (1)

Se trata de expulsar 'p' para depurar el operando y trang
formar (1) en una cuantificaciédn bdsica, Aplicando a 'fx3|' ¥y
1fx 3 F ' el método explicado, se obtiene, respectivamente,
tit -y A fxr. Does entonces, para este caso,

p-T-V t'\-p-(x)’\*fx - (2)

(*) Se usa, por razones de comodidad, la letra 'p', pero es
obvio que puede tratarse de cualquier otro de los componentes
"vetados“{ lo que en nada altera el procedimiento reductivo,
(**) Este''easy graphic way", salvo el hecho de usar 'F' en
vez de ’L', es la misma técnica resolutiva que va a aparecer
expuesta 1n extenso, adlo cinco afios mds tarde, en Methods of
Logic (New York, 1950), Véase Métodos, § 5, donde figura 1la
descripcidn pormenorizada de esta técnica,

(+) No siempre (-=-w=--= ) ¥/0 (°°°°°°°°) son esquemas: unas
veces resultardn 'T' y otras 'F !, En tales casos '(x)(])!
y/o "(x)(F )', como se infiere de los ejemplos del texto ori-
ginal, seridn substituidas por 'T! y/o '%7‘, respectivamente,
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Pero 'p.T' equivale a 'p'., (2), por lo tanto, equivale a
Da¥ il X)X (3)

que puede simplificarse ain mis apelando a la distributividad
de 'V', Se obtiene asi, primero,

PV ADDV (X)afx
y luego

pv(X.)n..fX 3

que es la cuantificacidn buscada,

c) La disyuneidn inicial D, como 1o ilustra el ejemplo an
terior, es susceptible de simplificacidn cuando las expresio —
nes !'(-=-=ee-- )! y/o '(°°°°°°°° )t nesultan ser sencillamente
V! o 'F!', Quine proporciona una lista de las formas generales
simplificadas a las que se llega en estos casos, pero no es
preciso siquiera conocerlas - como pareceria exigir el textol
del articulo - pues basta saber operar con truth-functions pa-
ra alcanzar la respectiva forma simplificada, Los ejemplos que
siguen son lo suficientemente esclarecedores al respecto y no
requieren mayor explicacidn.

I) Do (X) (==mmmmem Je W onPo | D
Pyl x) (v eV enp
PV ~Penp V(%) (—mmmmmm )
D W E) [ emmmame )
PD(x)(~==mmmmm )
1I) Do b s Manp (R " "R RaRE) D

F .v.mp.(x)(oooooooo)

(OOOOOOOO)

Py (K)
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III) p. F -V .'\-P.T D
F «V anp
~p

1v) De [a ¥ oD | D
Pe V a~P
o pp (%)
V) PeF oV onbe F D
e B
=)
Bp~p
d) "Now the method of transforming any closed monadic
schema. into a baslc equivalent consists merely in continued

use of the above exportation technlque starting in the inner-
most quantifications of [S]1" (Ibid., p. 5).

Como de costumbre, un ejemplo aclarard la idea, Sea el es
quema no bésico

(FI(X)(EXefTe D o8XV D) & (1)

Debe empezarse expulsando 'fy! de la cuantificacidn-
'(x)(...)" que es la "md&s interna" (**),La expulsidn de 'fy!
se logra as{:

fx.T.:.ng P fXC‘F e «EXVY D
fXq ) «8XV D F e DsZXV D
)

(*) Cuando un esquema S queda reducido a 'F ' o a la tautolo-
gia trivial '(pv ~p)'!', la ulterior prueba de validez es induda
blemente superflua, pues ha quedado establecido que S es c¢c-in-
consistente o c-vdlido, respectivamente. Pero nada se lee en
Logic acerca de esto,

(**) Es indiferente empezar por 'fx' o 'p', si bien la secuela
habrd de ser distinta segln el punto de partida que se elija.
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£7e(X) (fXe D 28XV D)oVanfyeT D
£Ya (%) (fXe > «8XV P)oVfenfy
AFY Y £y onfyV(x) (£X, D «8XVP)
~EY W (%) (£Xe > o8XVD)
£y D (%) (£Xe > 2XVD)
(1) queda transformado en : .
(Y)[£Fe » o (X)(£Xe > o8xWP)] & (2)
Substitiyase ahora '(x)(fx.—» .gxVp)' por la variable
auxiliar 'X', a fin de no embrollar innecesariamente las ope-
raciones, y expllsese 'X' de la cuantificacidn "(¥)(.eeeecss)!
de acuerdo a las reglas conocidas,
(7){L¥e> X)

fyo>T fy>F
T ~£y
X.T-Vﬂ.axo(y)mfy D

Xe V¥ onko (¥ )Ly
XV X, X "4 (y')mfy
X V(¥ )Ly
o sea:
(x)(fXe>.8%XV D)V (¥)~fy (3)
No resta ahora otra cosa que expulsar 'p' de
'(X)(fx.:),ng_p) s

PXe B2V T TXe>.8xV F
o M, ol fX,= EX
T

PeTes v onPe(X) (fx>gx)

Pe V onPo (X) (FxDgX)

P V~P.PV (X)(fxDgx)

pV(x)(fxDgx) (4)
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(1) queda asi transformado en el esquema bdsico
pv (x)(fx 3 gx)V (y)~fy . (5)

e) Debe advertirse que antes de someter el esquema bdsico
resultante al procedimiento decisorio propiamente dicho, "all
their variables are to be written uniformely as 'x'" (ibid.,p.
6). (5) se escribiri entonces

pw (X)(Ffx D Ex v {%)uFX, (6)

"Such relettering will never engender conflict, since in
a basic schema all occurrences of variables are bound to quan-
tifiers with non-overlapping scopes! (Toc, cit.).

35 La segunda fase del procedimiento QL, esto es, la que per
mite establecer algoritmicamente la validez (o invalidez) de
un esquema manddico cualquiera S, consiste fundamentalmente en
la combinacidn de ciertas "familiar techniques of truth-func—
tion theory" (*). Estas técnicas deben aplicarse siguiendo un
orden fijo, de acuerdo a las siguientes instrucclones:

1. Se construye una tabla de valores para S, considerando
todas las combinaciones de valores V yF que pueden asignarse a
las cuantificaciones bdsicas sin negar y a las letras proposi-
cionales que exhibe S,

25581, 1uego'de esto, S resulta ser c-vdlido (o "medédiog
mente vAlido", de acuerdo a este articulo), "the test ¢s alrea
dy at an end" (loc, e¢it,): S es vilido,

3. Si S no es c-valido,bérrense o suprimanse las lineas o
arreglos que arrojen V y determinese si cada una de las lineas

0 arreglos restantes se halla por 1o menos en uno de estos
tres casos:

a) Asigna 'F' a una cuantificacidn bdsica cuyo operando
es c¢-valido,

(*) Logic, p., 6 »
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b) Asigna 'V' a una cuantificacidn bdsica cuyo operando
es c-inconsistente ® a varias cuantificaciones béasicas,
la conjuncidén de cuyos operandos es c-inconsistente(*).

c) Asigna 'V' a una o mis cuantificaciones bdsicas cuyo o
perando, o la conjuncidn de cuyos operandos, implica al
operando de otra a la que se asigna 'F' (*¥),

S es invdlido si y sblo si una de las lineas o arreglos
que resultaron falsos no cumple por lo menos una de las condi-
ciones (a)-(c). O, en otras palabras, S es vdlido si y sflo si
todos los arreglos mencionados cumplen por lo menos una de e=
sos tres requisitos (+).

N, Algunos pasajes de las instrucciones puntualizadas en la
seccidn anterior no son lo suficientemente c¢laros e inequivo-
cos, ¥y como pueden provocar, a Jjulcio del autor de esta tesis,
clertas discrepancias acerca de la exacta manera de aplicar QL,
a continuacidn se va a tratar de esclarecer su sentido correc-
to y de enmendarlos donde sea preciso, para evitar que una desg
prevenida interpretacidén suponga imprescindible 1la ‘ejecmcidn
de una serie de operaciones o verificaciones que son en reali-
dad superfluas,

(*¥*) "It assigns 'T' to one or more quantifications whose
pecope, or the conjunction of whose scopes, 1s medadlcally con-
travalid", (Ioc., cit,)

(**) "The scope, or conjunction of scopes,of one or more guan
tifications assigned 'T' medadically implics the scope of a
quantification assigned 'F !'." (Toc. cit.).

(+) Las letras proposicionales que exhibe S no tienen otro pa
pel que el de intervenir en la eliminacidén de arreglos. Los
dos requisitos estipulados en 3a y 3b no rezan con ellas ¥y en
1o que concierne al cumplimiento de 3¢ es condicidn suficiente
¥y necesaria el andlisis de condicionales compuestos exclusiva-
mente por operandos,
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a) Quien trate de determinar sl es o no vélido él esquema
(x)~(fx>8x) V (x) (£X V Ahx), (X)n(gX s hx)D A (X) (£X ¥ ~hx)
-’U(X)'\'(fxb g}{) . (X)N(gx.h}()

verd, una vez efectuada la tabla, que es c-inconsistente, es
decir, que los ocho arreglos posibles son falsos, De acuerdo a
la regla 3 de la prueba de validez de QL, como no es c¢-vdlido,
podria creerse que es necesario proseguir ain, verificando si

cada uno de los ocho cumple o no los requisitos estipulados
por ella, Pero no hay razdn para continuar, pues es facil pro-
bar que cuando un esquema bisico, una vez efectuada su evalua-
cidn tabular, es c-inconsistente, la prueba, como en el caso
de los esquemas c-vdlidos,también "4&s already at an end", de-
biéndose afirmar, sin mds, que dicho esquema no es ni puede
ser cuantificacionalmente vdlido, Este agregado, que perfeccio
na QL (*) y al mismo tiempo simplifica,. para tales casos, su
operacidn, se demuestra de la manera siguiente:

Denominense t-cuantificaciones a todas aquellas que por
contar con un operando c-vdlido son también cuantificacional-
mente vdlidas o, simplemente, vdlidas, Sea S un esquema bdsico
c-inconsistente cualquiera, S, que es falso en todas sus arre-
glos, o exhibe t-cuantificaciones o no las exhibe,

a) S carece de t-cuantificaciones, Es imposible entonces
que S pueda cumplir alguna de las tres condiciones es-

(*) sSi, de otro modo, para efectos de la aplicacidén de QL,los
esquemas c- incon51stentes son asimilados a los c-consistentes,
como de modo ticito admite el texto original, un lector desa-
tento podria figurarse inadvertidamente que un esquema c- incon
sistente puede cumplir los requ131tos obligados y,en-consecuen
cla,ser cuantificacionalmente vdlido,Lo que,como se va a demos
trar, es 1imposible,
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tipuladas en la linea o arreglo FFFFF...., como lo evi
dencia la simple lectura de las reglas,

b) S posee t-cuantificaciones, Puede suceder: 1) gque 1lo
sean una o varias, pero no todas; o 2) que lo sean to-
das.

1) En el arreglo donde sblo la o las t-cuantificacio-
nes de S tengan asignadas V y las demds F es imposi
ble que S cumpla alguna de las tres exigencilas por
lo siguiente:

i) Ninguna t-cuantificacién tiene asignada F, por
hipbtesis,

ii) Ni individualmente ni unidos por conjuncidn
pueden los operandos de las Unicas cuantifica-
ciones V-asignadas (*):.ser inconsistentes, por
hipbtesis.

iii) El operando de la (nica cuantificacién V-asig-
nada (si sélo hay una) no puede implicar a nin
guno de los de las cuantificaciones F-asigha—
das,por cuanto, por hipdtesis, aquél es c-vili
do, mientras que ninguno de éstos lo es, Cuan-
do haya mds de una t-cuantificacibn, tampoco
podrd la conjuncidn de sus operandos, que serd
c-vdlida, por hipdtesis, implicar a cada uno
de los operandos de las cuantificaciones F-a
signadas que, por hipdtesis también, no son c-
vdlidos,

2) Cuando todas las cuantificaciones de S son t-cuanti
ficaciones, basta que todas sean V-asignadas en un
arreglo para que sea imposible, como es evidente,
que S cumpla en dicho arreglo con alguna de las
tres condiciones requeridas para su validez,

(*) Es decir, aquéllas que tienen asighada una V en un deter-
minado arreglo,
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De esta manera se ha probado que, en todos los casos posi
bles, un esquema c-inconsistente S no puede cumplir, por lo me
nos en uno de sus arreglos, alguno siquiera de los tres requi-
sitos exigidos, Por lo tanto queda demostrado que en ningin ca
SO0 un esquema c-inconsistente, sometido a QL, puede ser vélido.

b) Sea A un arreglo falso de la tabla de valores de un es
quema bésico cualquiera, Pi(1 < 1 < n) cada uno de los operan=-
dos de las cuantificaciones V-asignadas en A y n el nimero de
estas cuantificaciones, De acuerdo al texto de la regla 3,inc,
b, proceder a la verificacidn alli exigida puede significar

dos cosas diversas: o0 8s preciso comprobar que P1, P2""’Pn’

P1 .PE,P1 . P3,tc.o-,P1 * Pn; P2 . P3, Pe . P’_{_Jaon.JPz . Pn,

.......,P1. P2“""Pn (esto es, oM 1 conjunciones posibles de

Pi_(*))dson o no c-inconsistentes, o basta inspeccionar P,.

PreceseePy (o Gnicamente P, cuando n = 1) con idéntico propdsi
to, La eleccidén entre una y otra alternativa es clertamente im
portante si se toma en cuenta la diferencia de trabajo reclama
do y la mayor o menor simplicidad que puede alcanzarse,

No hay duda sin embargo que el segundo camino es el mejor,
Obsérvese, en efecto, que si la conjuncidn PyoPy cavecenea P
(o P1 si n= 1) es ¢~-inconsistente, no es necesario averiguar
més: el arreglo cumple lo exigido por 3b; y si no lo es, su ta
bla ha de exhibir por lo menos un arreglo donde se asigha V a
cada uno de los Pi’ en cuyo caso cualguier conjuncidn de P

n

o &

fiene un arreglo V y tampoco puede ser c-inconsistente., Por 1lo
tanto el examen de Pas P2"""'Pn es condicidn suficiente y
necesaris para comprobar el cumplimiento de lo prescrito en el

ineciso aludido,

i*) PEntre las que hay que contar, por extensidn, cada uno de
oS
i.
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c) A, Py (1 <1< n)yn poseen el mismo significado que en
el inciso anterior. Se trata ahora de determinar si A cumple o
no el requisito contenido en la regla 3, inc, c. Se tiene la
impresibn, tal como estd redactado dicho inciso, que es impres
cindible examinar todos los condicionales que tienen por ante-
cedente un P1 o una conjuncidn cualquiera de Pi ¥y por conse-
cuente el operando Z de una cuantificacidn F-asignada, Si un
arreglo entonces exhibe n cuantificaciones V-asignadas y r F-a
signadas, parecerfa haber necesidad de efectuar sendas evalua
ciones tabulares de r(en-1) condicionales diferentes para com-
probar si el mencionado requisito se cumple o no,

Pero no es asi, por suerte para quien se vea en la necesi
dad de emplear QL, En efecto: si hay una sola cuantificacidn
V-asignada, s8lo se examinard el condicional P> Z, y si1 hay
mids de una, se requiere Gnicamente construir y evaluar el con-
dicional P, . PQ.......Pn.:g.Z, puesto que, o es c¢-vdlido, con
lo que el requisito queda cumplido, o no lo es, y entonces =su
tabla ha de exhibir por lo menos un arreglo donde se asigna F
a Zy V a cada uno de 1los Pi’ en cuyo caso, para cualquiera
conjuncidn Kp, de Py, en la tabla del condiclonal KP,DZ debe-
rd aparecer siempre un arreglo falso, Por lo tanto, si
Py« PoesessseP no c-implica a Z, tampoco podrd c-implicarlo
ninguna otra conjuncién formada por alguna combinacidn de P,

Se ha demostrado asi que, para cada cuantificacidén F-asig
nada de un esquema basico cualquiera, el examen del condicio-—
nal P, R TR R TS e 1Y/ (6 P»Z si n= 1) es condicibén sufi-
cilente y hecesaria para determinar si A cumple o no con el re-
quisito 3e.

De acuerdo a los resultados obtenidos en los tres incisos
precedentes resulta inevitable reformar y completar las reglas
2 y 3 de la prueba de validez de QL, las mismas que bien pue-
den quedar redactadas en la sigulente forma:
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2) Si luego de confeccionar la tabla a que se refiere la
regla anterior se aprecia que S es c-valido, la prueba
ha concluido y S es vdlido, Si S es c-inconsistente,
también ha conclufdo la prueba y S no es vdlido,

3) Si S ni es c-vdlido ni c-inconsistente, bdrrense o su-
primanse las lineas o arreglos que arrojen una V final,
Para que S sea vdlido cada uno de los arreglos restan-
tes debe cumplir por lo menos una de estas tres condi-
clones:

a) El operando de una cuantificacidn bdsica F-asignada
es c-vilido,

b) La conjuncidén de los operandos de todas las cuanti-
ficaciones bdsicas V-asignadas (o el operando de la
Unica, si sdlo hay una) es c-inconsistente,

¢) La conjuncidén de los operandos de todas las cuanti-
ficaciones bédsicas V-asignadas (o el operando de la
dnica, si sdlo hay una) c-implica al operando de u-
na cuantificacidén F-asignada en el mismo arreglo,

5, Los ejemplos que siguen ilustran la aplicacidén de QL a es
quemas monddicos, Los nlmeros (1), (2) y (3) que se utilizan
en ellos se refieren a la aplicacidn de las reglas respectivas
(modificadas). Cuando es posible y la claridad no sufre mella,
se abrevia la tabla de valores a que refiere la regla (1).(Véa
se el respecto III,7, inc.f,infra),

I) (Ax)(fxvgx), = (¥x)FxV (Ix)gx S
Reemplazando cuantificadores:

’V(x)"-’(fx VgX). = .m(X)me{Vm(X)mgX



I1)

)m(fogX);

(1) ~(x = o X)AfXV ~(X)Agx
FV VoBEy FFV
FV T R VY F (1)
FV F VE Y E#V (i1)
FV F VF VR — (1)
VF F FV F RN (iv)
VF V FV VVF
VF V VF VFV
VF V VF VVF

(2) Como S no es c-vdlido, debe continuarse con (3).

(3) Tomando en cuenta sdlo los arreglos que han resultado
falsos, y que se numeran i, ii, iii y iv, se llega a
las siguientes comprobaciones:

i) Cumple la condicidn (c), pues '~(fxwgx)' , que
tiene asignado V, implica a'~gx', que tlene asig
nado F,

i1) Cumple la condicidn (e¢), pues '~(fxv gx)! , que
tiene asignado V, implica a '~fx!', que tiene F,

1il) Cumple también la condicidn (c), por darse 1las
dos implicaciones considerddas ya en (1) y (11).

iv) Cumple igualmente la condicidn (c), pues la con-
juncidn de 'Afx' y 'agx', que tienen ambos asig-
nado V, implican a '~(fxvgx)', al que le corres
ponde F,

Como todas las lineas pertinentes cumplen alguna de 1las
tres oeondiciones, S es valido.

(x) (x> gx) o (8x) (hxox), o , (8x) (hx,2x) | S

Unificando cuantificadores:

(x)(£x 2 8X) on(X)n(hXoeFX) e =y on(X)n(hxogx) St
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(1) No cabe sino un arreglo falso:

(X) (f}{ Dgx)o’\'(x)'\-‘(}mafx)- S | .N(X)m(h}(,gx)
Vv VR FV

(3) Es patente que el finico arreglo no cumple ninguno de
los dos primeros requisitos, pero eumple el tercero,
pues el condicional

s i s gx;m(hx.gx).‘n ,r\_,(h.X..fX) (*)

es c-vdlido, como se verifica fécilmente, S, esquema
del archiconocido modo Darii, es vialido,

IiT) (EX)fx;(Hx)gx; D o(X)(fx Dagx)D (3x)(gxsafx). . S

Unificando cuantificadores:

no{ YL X o X )Xl o5 (R - Agx D n( X) af gXonlX) St

(1) No existe sino un arreglo falso:

~(X) AL (X)nBXe = o (X) (XD A8X) D ~(X)~(8XenfX)
vV F VF v FV

(3) Este arreglo no cumple el primer requisito, ni tampo-
co el segundo, pues '(fX2 ~gX).~(8X,~fX)! no es c-in
consistente, Para saber sl cumple o no el tercer re-
quisito debe establecerse si alguno de los siguientes
condicionales es o no c-vdlido (*¥):

1) DS <Xl gXaalT ). = valx
11) x5 al8X.n{BRATE) s 5 enlX

El segundo lo es, de manera que dos operandos de cuan
tificaciones bésicas V-asignadas implican al de otra

(*) Repdrese en la configuracidn de este condicional, tan di-
ferente de la de S!' (sin cuantificadores). :

(**) De acuerdo a las reglas originales de QL habria necesidad,

al parecer, de examinar cuatro condicionales mds, fuera de los
dos que se indican: fX3 agX.=y .~TX; FXDAgX.7 ABX;n(8XenfX) Dafx;
V¥ ~(gX.~nfX)D Agx,
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F-asignada y asi se satisface el tercer requisito, S
es véalido,

1v) [PeD o (X)(£xD~gx) ). [aD (Ex) (fxegxv hx)]
o D o[pn(ﬂx)(ma'\'gx)] (*) S
Unificando los cuantificadores:
[pemega(x)(fxDgx) ], [qam(x)m(f‘x gx w hx) ]
o= ol[D3 ~n(X)n(hXengx)]

( 1 ) [p-:) * Qo (X) (fx:)mgx)]o [q:! m(x)m( fX.g8XV¥ hX)]
o . [DDA(X)n(hx Rgx) T( **)

vv VWV FVFFV A=E N B
YN WYV FVFFrV VNV
Y NV-VWV VVVWF F--V RV
vv WV Ver V' UV =24 vV VVWF
VF VFF VRV v Ry
VF VFF V=N ¥
VF VFF L e g e
R YRR LN S v Y F
VR Py F FV L B
VE FRY F FV v O VE
Al F VF v BV
VF FF V g Ve
VF FF F et VBV
V-BoRp W P BY T
VB - FE-F PR N <H-V
V¥ FFF BN YV VR

%*) De Quine, Métodos, p. 171.

*%) No es necesario efectuar sino los diecisels primeros a-
rreglos, pues en los dlecisels restantes 'p! tiene asignado
'F', de manera que el consecuente seri siempre V y el arreglo
tambien V. Asi mlsmo, como el primer componente del anteceden-
te es F en los doce Ultimos arreglos de la mitad superior de
la tabla, el antecedente serid siempre F en ellos, que habrén
de ser entonces necesariamente V, Quedan por resolver totalmen
te sblo los cuatro primeros arreglos de la tabla.
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(3) Analizando el Gnico arreglo que resulta falso, se a-
precia que no cumple ni el primero ni el segundo re-
quisito, Para que cumpla el tercero es preciso gue
sea c-vailido el siguiente condicional:

(£xDAgX)en( NEsalX ) o2 o TXeg8X ¥ hx) ,
Como en efecto lo es, S es valido,

6. Los ejemplos resueltos a continuacidn sirven para aclarar
la aplicacidbn completa de QL, es decir, tanto la técnica depu-
rativa como la prueba de validez, Ninglin esquema de los sometl
dos aqui a QL es, naturalmente, bisico,

1) (v)[~fy v (@x)fx] S
(¥)[~fy V¥ ~(x)~FX] a1

Depurando S!' :

mfyv T mfyv F
B’ ~Ly

(X )RR X T Wira ()AL Rt ¥ Jnly
~(X)afXe W oo (X)X (7)Y
~(X)nfxV (¥)~TY
n(X)afXVY (X)afx

Aplicando la prueba de validez:

(1) ~n(X)afxy (X)afx
Y V.V
VF vV F

(2) E1 esquema ha resultado ser c-vdlido., Por lo tanto S

es valido.
1) (x)(£XeP)e o o (AX) (8Xem ofXup) (*) S
(X)(fx.p).;;.m(X)m(gx.n.fx.p) S!

(¥) De Quine, Métodos, p. 265, apenas modificado.
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Depurando primero el antecedente y luego el consecuente
de S' :

a) £x. 1 fx. F
Px F
Do (X)FXeV onpPsF
D, (X) L%
b) ~lEXy 23 W PXLT) | Al gRe iy Wfxe F)
~(gx > fx) ~(gx o F)
e AZX
gX

Po (X)n(8XD £X),v onbe(X)gx
El esquema bésico equivalente a S!' es
Pe(X)fXe = enlPa(X)n(BX D £X)o V onbe (X)8X] & A
Simplificando A:

Pe (X)f]{. = c"‘-'pv "‘-'(X) (gxo“ﬂfx)opv ""(x)gx

b

Aplicando la prueba de validez:

(1) Pe (X)fXe 2 oDV (X)) (8XenfX) DV ~(Xx)gx
VV V F FFFV FVV F V
VWV F FFFV FVV V F
VV v V FVVF VVV P V
VWV V FVVF VWV V F

No hace falta proseguir con la tabla, pues los co-
ce arreglos restantes, por ser en ellos falso el
antecedente, seridn todos verdaderos,

(3) En los dos Gnicos arreglos que han resultado F, se
ha asignado V a '(x)fx' y a '(x)(gXx.~fx)'. Como la
conjuncidén de sus operandcs es inconsistente, queda
cumplida, por ambos, el requisito (b), y S tiene
que ser vilido,
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(x)[fXeB8Ye o o(¥)(fyegy)] S
Extrayendo 'gy!

XL oy ol fxe F o> 0P

x50 2

gYe (X) [fX2(¥)(£Yo8Y) e ¥ on8Ya |
~gy V(%) [£x3(y)(£y.8y)]

Depurando el segundo miembro de la disyuncidm

fx¥3'T fx = xF
(VYEFe8Y) o To v on(¥) (£Y.8Y) s (X)nEfx
(x)~fx ¥ (v)(£y.8Y)

De manera que S se reduce al esquema

YV (X)~fx VY (v) (£Y.8Y) . St

Pero S! no es todavia un esquema bdsico, pues exhibe una
variable libre, Para cerrarlo es preciso escriblir 'agz'
en vez de 'agy! y cuantificar universalmente todo S' res-
pecto a 'z', formidndose asi el esquema

(z)[rgz v (x)afx V (7)) (fyegy)]

que se depura asi:

~gzV T ~gz ¥V F
= : ~ZZ
(X)AfXVY (T UETe8Y ) o To Vel (X)nfx v (¥) (£y.8Y) 1o (2)rg2
(z)~gz Vv (2)~fx v (¥)(fy.87)
(x)ngx v (X)afx v (x) (£X.2%) A

A tiene un sélo arreglo falso: cuando todas las cuantifi-
caclones bdsicas tienen asignada una F, Y en tal arreglo
es imposible cumplir alguna siquiera de las tres condicio
nes estipuladas: S no es véalido.

(zx)(y)(fx = fy) S
~(x)~(y) (£x = £y) St
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Depurando '(y)(fx = fy)!' : (*j

1=y sl F = fy

T Oy eyDT F Dfy.fy 2F
st T o~fy
£y ~fy

fx.(Y)fY-V .me-(Y)'va

S!' queda transformado en

m(x)m[fx.(y)fy.vf.mfx.(y)mfy] "
Extrayendo '(¥)fy' :
A EX Toy enfxe (¥)~fy] AbEX e Fis Mant Xy (T )nbT
ol fXe y onfxe (¥)~Ly] nlafXx, (7)Afy]

~EXe ¥ o (¥7)EY] \
WU(T)ET o (X)n{fXe v o (F)AET VoV o T) EF e (%) (nfXe (7)Y )] 8"

Depurando '(x)~[fxy (y)~fy]!
~(fxy T) ~(fxVv F)
F ~IxX

(YIEY, F ¥ on(y )ty (x)arx
(T )nEY o (X )afx

Depurando '(X)alafx,(y)~fy]l?
m(me.T) "‘-’("’fx. F )
fx :

(¥)afYe (X)EX0 v on(¥ )Ly T
(Y )ALy y (x)Fx

Reemplazando en S" las cuantificaciones impuras por sus

(*) En Logic no aparecen reglas de reduccldn para ' = ' , de
modo que_es preciso buscar primero equivalentes composiciona-
les de 'T =fy' y 'F= fy' a los que puedan aplicarse las re-
glas de reduccidn indicadas expresamente en dicho texto, En

Métodos, obra posterior, se proporcionan ya las reglas '] = p'
eq 'p' y 'F=p' eq '~p', perfectamente incorporables, pero

sin mayor importancia prdctica, a la técnica reductiva de QL.
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respectivos equivalentes y unificando la variable:

T EY e §)aET o (X)nEXe ¥ on(§) EFon(F)nfy V (x) £x]
m[(x)fx.w(x)mfx.(x)mfx.‘/.m(x)fx.m(x)mfx\/(x)fx]

Simplificando:

N[N(X)fxam(}[)mf}( v (X)f}{]
EIE R PEVER S P S ES L
(x)Px V¥ (x)alx

Aplicando la prueba de validez:

(x)fx y(x)afx

v VvV
v VF
F vV
F F F

(3) E1 arreglo falso mo cumple ninguno de los requisitos

prescritos., - S, por consiguilente, no es valido.

Las observaciones hechas hasta aqui acerca de QL y otras

pocas consideraciones mds se resumen en los incisos siguilentes,

a) La técnica de reduccidn incorporada a QL asume de fac-

to la técnica resolutiva expuesta detalladamente por
Quine, varios afios mids tarde, en Methods of Logic, Es-
ta técnica, "eleganter, aber unanschaulicher" que el
método tabular (*), aunada a las inevitables peripe-
clas de la depuracidn de cuantificaciones incluso mode
radamente complejas, requiere una apreciable capacidad
operativa,

S1 a esto se suma que el método concebido con idéntico
préposito por H, Behmann (%*) es mucho mds simple y di

E

*) Asi opina Richard Stender (Didaktische Themen,p.21,nota 8).
**)Véase Heinrich Behmann, Algebra der Logik, pp. 189-191,
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recto, si cabe la expresidn, debe admitirse sin gran-—
des tltubeos que QL, en esta fase al menos, no es el
mejor de los procedimientos decisorios. Incluso el pro
pio Quine adoptd posteriormente la susodicha técnica,
descartando ésta que se comenta aqui (*).

b) La prueba de validez de QL no contempla, de la manera
explicita y precisa que seria de desear, la forma de
llevar adelante las comprobaciones que reclama la re-
gla 3, y pasa por alto la especifica situacidn de los
esquemas c-inconsistentes., Como se ha visto en III,4,
supra,para salvar dicha desatencidén y abreviar consi-
derablemente la referida prueba de validez urge incor
porar un enunclado adicional a la segunda de sus re-
glas y poner en claro algunos puntos de la tercera,

Asimismo ha debido indicarse expresamente que cuando
la reduccidn de un esquema no bdsico conduce a una
tautologia de la forma 'pV ~p'!', como en el ejemplo IV
(véase III,2 ¢, supra), o a 'F', como en el ejemplo V
(loe, e¢it,), no es necesario proseguir con la prueba
de validez, pues dichos esquemas han resultado ser ya,
en definitiva, vdlido e invdlido, respectivamente.

c) Como en el caso de QS, no es posible aplicar tampoco
la prueba de validez de QL a fdrmulas con constantes
individuales, indispensables en el andlisis de infe-
rencias con proposiciones singulares, La razdn es por
demds simple: salvo el caso de las c-vdlidas,a las de
més, por su peculiar conformacidn, les es imposible
satisfacer, en principio, adn siendo cuantificacional
mente vdlidas, las exigencias que plantea QL.

(*) Véase IV,6 infra,
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d) Poco se puede decir de la laboriosidad de la prueba de
validez de QL que no sea aplicable a los demis métodos
de Quine y, en principio, a todos los procedimientos
decisorios conocidos, Es digna de mencidn, sin embargo,
la fdcil aplicabilidad de QL en ciertos casos, sobre
todo cuando el esquema es de tal estructura que el ni-
mero de arreglos decisivos se reduce a una cifra mini-
ma. Entre dichos esquemas se hallan, por ejemplo, los
condicionales, cuyo andlisis requiere el examen de un
Unico arreglo: a) cuando el antecedente es una conjun-
cidén, una disyuncidn negada o un condicional negado(co
mo el antecedente serd verdadero en un solo arreglo,no
queda otra cosa que inspeccionar el consecuente de di-
cho arreglo); o b) cuando el consecuente es una dis-
yuneidn, una conjuncidn negada o un condicional (en to
dos estos casos el consecuante es falso en un arreglo
¥y no hace falta sino ver si en dicho arreglo el antece
dente resulta ser verdadero),

Un ejemplo cabal de esta eventual simplicidad lo da la
solucidén de todos los esquemas condicionales cuyo ante
cedente sea una conjuncidén y el consecuente una cuanti
ficacidn bdsica, como en el caso de todos los silogis-
mos, conjugdndose en tales esquemas las dos situacio-
nes descritas en el aparte anterior, Basta en tales ca
sos inspeccionar sélo um arreglo de los ocho que for-
man parte de la tabla de valores, También son ficiles
de resolver, por exhibir apenas un arreglo falso, 1los
esquemas bdsicos disyuntivos y sus equivalentes.

e) Pero la facilidad no es la regla general, Existen ti-
pos de'esquemas bidsicos que obligan a la inspeceidn de
una gran parte de los arreglos de su respectiva tabla,
como en el caso de los esquemas conjuntivos, falsos en
todos los arreglos menos en uno, y en el de los esque-
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mas condicionales: a) que tengan como antecedente una
disyuncidn, una conjuncién negada o un condicional; o
b) que tengam como consecuente una conjuncidén, una dis-
yuncidn negada o un condicional negado, Por razones si
métricas a las indicadas en el inciso anterior, el nid-
mero de arreglos falsos puede llegar a ser tan alto co
mo el de un esquema conjuntivo: piénsese por ejemplo
en un esquema condicional cuyo antecedente es una dis-
yuncidn y el consecuente una conjuncidén o un condicio-
nal negado,

No es remota ademds, incluso tratdndose de esquemas na
da extraordinarios, la posibilidad de tablas con 16 &
32 arreglos, cuyo escrutinio, por regla general, deman
da muchisima atencidn,

No escapa a nadie que la necesidad de establecer si ca
da arreglo falso cumple o no por lo menos una de las
tres condiciones estipuladas por la Regla 3 obliga a
realizar, mentalmente o por escrito, con o sin atajos

o métodos abreviados, una serie de tablas. Al tratarse
de la primera exigencia dicha labor es de hecho bastan
te fdcil, siempre que los operandos sean lo suficiente
mente simples, pero cuando se estd averiguando el cum-
plimiento o incumplimiento de las otras dos, la cosa

corre el riesgo de embrollarse en demasfa, pues deben
ser tomados en cuenta todos los condicionales y conjun
clones cuya c-validez ha de investigarse y cuyo nimero,
en buena hora, ha podido ser reducido apreciablemente

merced a las modificaciones propuestas en III,4 supra,

S1 se supone que un esquema exhibe cuatro cuantifica-
ciones bdsicas diferentes, de las cuales una es V- y
las tres restantes F-asignadas en una linea o arreglo
falso, han de construirse tres condicionales diferen-
tes para comprobar si esta linea cumplé 0 no el requi-
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sito 3¢. Cuando las cuantificaciones son cinco, y cua-
tro de ellas F-asignadas, el nimero de condicionales
llega a cuatro, De manera que si,por ejemplo,un esque-
ma contara con cuatro cuantificaciones béasicas diferen
tesy fueran24~1 los arreglos falsos que exhiben por.1lo
menos una cuantificacidn bdsica V-asignada, de acuerdo
a la regla 3¢ - imodificadal - habria necesidad de e-
fectuar, sblo para verificar dicho requisito, veintio-
cho tablas accesorias (y si las cuantificaciones fue-
ran cineo y 22 - 1 los arreglos falsos con las caracte
risticas anotadas, el nimero de tablas accesorias as-
cenderia a setenta y cinco).

La qantidad de tablas accesorias, por tanto, puede elg
varse desmesuradamente, con lo cual se torna controver
tible, por decir lo menos, la facilidad de la prueba
de validez de QL,

g) Claro estd que existen atajos o "practical shortcuts"(*)
perfectamente aceptables, y, sobre todo, recomendables,
81l es que se desea aligerar el trabajo, pero no cabe
duda que cuando alguien los utiliza, cediendo a los
dictados de su sagacidad o de su malicia, la prueba de
validez de QL deja en ese mismo instante de ser un pro
cedimiento decisorio, pues los inevitables razonamien-
tos adicionales (como, entre otros, los del ejemplo IV
en III,5,supra) desnaturalizan su cardcter algoritmico(**),

La alternativa queda pues a la vista: o se llevan a ca
bo todas las operaciones ordenadas por QL, con 1o que
puede llegar a ser su aplicacidn, en muchisimos casos,
de lo mis tediosa, o se opta por la via mis corta

?*) Logle, p. 7.
*x ) En el riesgo que puede significar para el no experimenta-
do la seduccidn de la brevedad no es preciso siquiera insistir,
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- fcuando 1a haya! - y entonces aquél deja de ser algo
ritmico y por tanto decisorio, 1o cual, si bien no im-
plde que puedan alcanzarse resultados correctos con de
ducciones adecuadas, tiene suma importancia desde el
punto de vista tedrico, nada desdefiable por cierto.

No parece haber quedado Quine satisfecho del todo con
QL, En Methods of Logic, obra destinada a "desarrollar
técnicas adecuadas del razonamiento formal" dando pre-
ferencia a la "facilidad técnica" sobre la "elegancia"
(*), QL es reemplazado por el nuevo procedimiento que
se describe y comenta en el capitulo prdximo,

£

Métodos, p., 21.
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El Procedimiento QM

1. Los esfuerzos de Quine por perfeccionar una técnica deci-
soria para férmulas monaddicas de primer grado culminan, por 1o
menos hasta hoy, con el procedimiento que aparece en Methods
of Loglc (revised edition), New York, 1959 (*)., Este, que en
1o sucesivo serd designado con las letras QM, proviene en par-
te, segdn afirma el propio autor, del presentado en "On the Lo
gic of Quantification" y "una y otra solucidn son reminiscen —
cias de procedimientos desarrollados por Behmann (1922) y Pa-
rry (1932)" (**), siendo mucho mids 4gil y pronto que el @S,
"que tiende a desarrollos mds largos y laboriosos"(*). Ander-
son y Johnstone, por su parte, lo consideran "perhaps the most
practical procedure" entre todos los procedimientos decisorios
en uso (++),

QM es decisorio para tres clases de esquemas monddicos:
a) esquemas cuantificacionales uniformes cerrados, denominados
"puros" en clertos pasajes, que no son otra cosa que los ya co
nocidos esquemas bdsicos; b) esquemas "mixtos" ("mixed schema
ta"), esquemas bdsicos "con el afiadido de letras sentenciales

(*) Esta edicidn revisada no modifica en nada substancial, en
lo que concierne al punto aqui estudiado, a la primera edicidn
de 1950, donde se expone el método por primera vez., La traduc-
cidn castellana de la edicidn de 1959, debida a Manuel Sacris-
tdn, lleva por titulo "Los Métodos de la Lbégica" (Barcelona,A-
riel, 1962).

(**) Métodos, p. 170, n., 1. En lo sucesivo, y para comodidad
del lector, las referencias se tomardn, como en este caso, de
la traduccidn castellana, no del todo feliz, mencionada en la
nota anterior,

(+) Loc. cit,

(+*+) Natural deduction, p. 338, donde se halla vertido en dos
lineas: una vez negado el esquema "we reduce this to normal form
and determine whether it is satisfiable - if not, the argument
is valid"., Ya se verd si la cosa es tan simple.

4,1
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o de enunciado" (*); y c) esquemas "atipicos" ("nonstandard"),
los cuales, a diferencia de los dos anteriores (tipicos o "stan
dard") (**), poseen cuantificaciones impuras, esto es, cuantifi
caciones en cuyos operandos aparecen componentes que ''no mues —
tran instancias libres de la variable cuantificada" (+).

Es de interés anotar que cuando Quine habla de los esque—
mas monddicos solubles mediante QM, piensa Unicamente en esque-
mas condicionales (++), sin mencionar en parte alguna cdmo QM
puede ser y es en efecto aplicable a cualquier otro tipo de es~-
quema monddico. Quine, aparte de los esquemas condicionales,sé-
lo aborda el caso de la prueba de la equivalencia, reduciéndola,
como no puede ser de otro modo, a una doble y reciproca prueba
de implicacidén (*+), Pero nada obsta para reducir también 1la
prueba de la conjuncidn o de la disjuncidn a la de implicacidn,
sabiéndose como se sabe que todo esquema monddico puede trans-
formarse en un esquema condicional, negado o no, equivalente.
Sin embargo , como se verd luego, no es forzosa tal reduccidn
previa, que se menciona sblo como justificacidn o razdbdn tedri-

ca, pudlendo QM ser aplicado directamente a cualquier esquema
monddico (+*),

La versidn de QM ofrecida en las pdginas que siguen pres-
cinde deliberadamente de esta limitacidén que Quine implicitamen
te parece imponerle y, ademis, pese a la rigurosa fldelidad que
se observarda en lo que respecta al contenido, habrid de diferir

(*) Métodos, p. 262,
E**) Loc, cit.
+) ~Ib%d., p. 963.

o) B %o s L e o T B |
Wy Ihid.;-p. 168:

+*) La reduccidn de un esquema equivalente o bicondicional a
dos esquemas condicionales propuesta por Quine (loc. c¢it,) no
es siquiera una condicidn para la aplicacidn de QM a dicho ti-
po de esquemas, sino una ‘concesidn en favor de la facilidad
del trabajo, pues nada impide someter de inmediato a QM un es-
quema bicondicional.
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bastante de la exposicidén original, mis bien dilatada y disper
Sa&, que hace lo suyo para tornar la comprensidén de QM en algo
mucho mids arduo de 1lo que es en realidad,

Reposa el procedimiento QM en una idea central: Si un es-
quema cualquiera S es vAlido, su contradictorio - ~S seri incon
sistente, De manera que decidir sobre la validez de S equivale
a decidir sobre la inconsistencia de ~S, El problema por resol
ver se convierte entonces en c¢dmo determinar si un esquema -~
es o no consistente (*), -

Para ello se somete a S a una serie de ' transformaciones
que habrdn de culminar irremisiblemente en uno de tres resulta
dos: 'V!, 'F' o un esquema, con ciertos requisitos formales,
que Quine llama "esquema candnico”, El resultado V ~indicari
que ~S es composicionalmente vdlido y que S, por tanto, es vé-
lido, El resultado F significarid a su vez la inconsistencia
composicional de ~S y, por lo mismo, la validez de S. En la
tercera y Gltima alternativa no hay mids remedio que proceder a
una "prueba de consistencia", como la denomina Quine, para sa-
ber si el esquema monddico alcanzado es o no consistente., Si
lo fuere, S no es vdlido. En caso contrario S es vdlido,

Esta idea central de QM se plasma en una serie ordenada
de fases, descritas a continuacidn (**):

Sea S, por ejemplo, el esquema cuantificacional uniforme

(X)n(FXoGXonHX ) on(X) (HX, = (FX,0%)on(Tx) [Gx,~(Gx VHX)] S

Se trata de determinar si S es vdlido o no, El primer pa-
S0 O paso preparatorio consiste en la negacidn de S para obte-

(*) Recuérdese que debe entenderse "consistencia" como consis
tencia cuantificacional, a diferencia de "c-consistencia" o
consistencia composicional.

(**) Se empezard exponiendo la aplicacidn de QM a esquemas bi-
sicos o uniformes, destinando 4 y 6, infra,al tratamiento
de los esquemas mixtos y atipicos.
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ner su contradictorio :
mi(x)m(Fx.Gx.me).m(x)(Hx.:3 .FX.GX)DW(HX)[GXQN(GX\IHX)ﬂ:

En seguida se debe internar la negacidn hasta donde sea posi-
ble, obteniéndose de este modo un esquema ~S,, equivalente a
P

\

n (X)~(FXo GXonHX) V (X) (HXy > JFx,06x) Vv (8x) [Gx.~(Gx v Hx) ] ~S

Debe procederse luego a las sigulentes operaciones:

a) Substitucidn de los cuantificadores universales por
cuantificadores existenciales y eliminacién de las do-
bles negaciones que puedan resultar, recomendéndose,pg
ra mayor comodidad operativa, suprimir todas las 'x':
"de ello no puede resultar ambigiiedad alguna, pues bas
ta con que sobrentendamos una 'x' tdctica detrds de ca
da letra mayiscula (*) y de cada '(&@)!' " (**),También
conviene eliminar los paréntesis de '(E)'., ~S, se es-
cribird entonces:

H(FoGenH)V A~ Ba(H, o oF.G)VE [Gen(GV H)] ~S

b) Transformacién de cada operando en "esquema normal'(+)
0 en un esquema de la forma 'F,~F', De los tres operan
dos de ~S1 el primero es ya un esquema normal, de ma-
nera que sbélo los otros dos requieren : manipulaciédn,
El proceso es el siguliente:

n§ase presente que en Métodos "letra mayuscula es sind
nimo de "letra o variable predicativa'", Este motivo,mis el res
peto al texto original, ha llevado a cambiar, sb5lo en este ca-
pitulo, la escritura usual de las férmulas cuantificadas

E**) Op. cit,, p. 157,

+) Segun Metodos, P 99, a) una letra proposicional o su ne

gacidén se denomina "literal"; b) un literal o una conjuncidén
de 1iterales en la que ninguna letra aparece dos veces se deno
minan "esquemas fundamentales"; y c¢) un esquem& normal" es

siempre o un esquema fundamental o una disruncidn de éstos.
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T(FeGenH)V n H[Hen(FoG) ]V T(GenGonH)
T(FoeGenH)V n T(HeaFV AG)V T(GonGonH)

H(FoGonH)V n T(HoaF, ¥ oHoalG) V T(GonGonH)- ~S,

¢) Reduccidn de ~S, mediante el método resolutivo, substi

tuyendo por ']|' toda ocurrencia de ‘H(F.NF)‘.NSS,el re
sultado, es equivalente a

H(FchWH)V ~d (Hc‘”“Fa '4 OH"“"G)V _L
F(F,GonH) v~ 3 (HyaF, v (HonG) ; ~Sy

Esta reduccidn conduce a una de dos alternativas:

I) ~S, se resuelve en 'T* o en '|!, La decisidn,en es
te caso, se ha alcanzado: ~S, serd c-vidlido (y S,
por tanto, no vdlido) si aquella culmina en 'T! ¥y
c-inconsistente (y S vdlido) si lo hace en ']!',

II) ~S, no se resuelve ni en 'T' ni en '|', como en el
caso del ejemplo, dando lugar,en cambio, a otro es
quema equivalente NSS. El proceso, en tal caso, de
be prosegulr,

d) Distribucidn de los cuantificadores existenciales res-

e)

pecto a las disyunciones de los operandos. El resulta-
do serd NSH, compuesto exclusivamente por cuantifica—
ciones existenciales de "esquemas abiertos fundamenta-
les", esto es, esquemas fundamentales en los que apa-
recen 'Fx!, 'Gx', ete,, en vez de 'p', 'q', ete. (*),
Se tiene entonces, continuando con el ejemplo,

H(FoGonH) VA[T(HonF)Y T(H,AG)] ~S)y

Si S, "es como un esquema normal ...,.. excepto en que
en lugar de las letras esquemiticas tiene cuantifica~

(%]

Lhddy s PoInT |
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clones existenciales de esquemas abiertos fundamenta—
les" (*), se dice que ~Sy es el "esquema candnico"
de ~S, Si mSu no lo fuera ya, deben tratarse sus cuan-
tificaciones como letras proposicionales y transformar
1o medilante conocidas reglas de la Logica Proposicio —
nal hasta llegar, bien a un esquema c-inconsistente
(**), bien al esquema candnico de ~S. En el primer ca-
so la operacidén ha terminado: S es vdlido, En el segun
do habrid aGn necesidad de saber si el esquema candnico
obtenido es consistente o no, Volviendo al ejemplo, la
transformacidn indicada conduce al siguiente  esquema
canbnico:

A(FaGanH)e v o nvE(HoaF) ond(HonG) EC
Un esquema candnico debe ser forzosamente:

i) La cuantificacidn existencial de un esquema abler
to fundamental (Ejemplos: HF,H.F,HI(F.G),T(~F,G,~H))

o 1ii) 1a negacidn de un esquema de la forma (i)
o 11i) la conjuncién de dos o mis esquemas de la forma (1)
o iv) 1la conjuncidn de dos o mds esquemas de la forma(ii)

(*) _Thia,, p. 158.

(**) Tanto en Methods, p. 106,como en Métodos, p. 158, aparece
escrito 'T' en vez de "inconsistente". Debe presumirse que a-
qui existe error, pues Quine, al explicar este punto, habla de
"transformar [~Sy] por el método del pardgrafo 10" (loc.cit,).
Y este método no es otra cosa que "una rutina general para
transformar cualquier [truth-function] en un esquema equivalen
te que es 'p.~p' O un esquema normal"(op, cit., p. 100),es de-
cir, que es c=-inconsistente o no lo es., Ademés, desde el punto
de vista de la prueba de validez de QM, que es lo que al fin y
al cabo interesa, traer a colacidn la diferencia entre la c-va
lidez y la c-mMconsistencia de un esquema candnico es incondu-
cente e inﬁtil,pues en ambos casos, como se vera en el inciso
siguiente, dicho esquema eg consistente (y S, naturalmente, in
védlido). La diferencia, en cambio, entre la c-inconsistencia y
cualquiera de las otras dos posibilidades si es decisiva. Todo
hace sospechar, por lo tanto, que debe leerse ’l' en vez de!'T!'.
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la conjuncidn de dos o mids esquemas de las formas
(). ¥ (11)

vi) la disyuncidn de dos o mis esquemas de las formas

(1) - (v).

EC, obvio resulta decirlo, es un esquema canbnico de
la forma (vi) por tratarse de la disyuncidn entre un
esquema de la forma (i) y otro de la forma (iv),

Quine demuestra (*) lo siguiente:

a) Los esquemas candnicos de las formas (i), (ii) ¥y

b)

(1i1i) son siempre consistentes.

Los de la forma (iv) son consistentes si y sblo si
la expresidn que resulta de borrar los cuantifica-
dores es cfconsistente.

Los de la forma (v) son consistentes si y sdlo si
ninguno de los operandos de las cuantificaciones
no negadas del esquema candnico implican composi—
cionalmente a la disyuncidn de operandos de las de
mids cuantificaciones (o al operando de la cuantifi
cacidn restante, si s4lo hubiera una).

Los de la forma (vi) son consistentes si y sdlo si
al menos uno de los miembros de la disyuncidn es
consistente.

Las operaciones que demandan estas reglas constituyen lo

que llama Quine "prueba de consistencia" ¢ una vez cumplida

b

se sabrd ya si un esquema canbnico es consistente o no,

¥, Por supuesto, si el esquema bdsico inicial es o no valido.
La consistencia de aquél acarrea la de ~S y, al mismo tiempo,
la invalidez de S, mientras que su inconsistencia determina

1634, PP 161=16T.
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la de ~S y la validez de S,

En el ejemplo que se ha venido desarrollando, mSS es con-

sistente por pertenecer a la forma (vi) y ser consistente el

primero de sus componentes, comprendido en la forma (i).S, por

tanto, no es v4lido,

3.

En esta seccidn se ofrecen algunos sencillos ejemplos de

la aplicacidn de QM,

I)

II)

(Ix)(fx = fx) S
NH(FEF) S

Hallando el esquema normal del operando:

~E(FDF.FDF)
~I(FDF)
NH(NFVF)

Distribuyendo el cuantificador:
~ BAFVEF]
Canonizando:
~ TaFon IF EC(iv)
Borrando los cuantificadores:
FonF

Como EC ha resultado ser inconsistente, S es v4lido,

(%) (FXegx ¥ ~fX) 3

Substituyendo el cuantificador y negando la expresidn re-
sultante:

Hn(FoGM AF) S

Normalizando el operando y distribuyendo el cuantificador:
q [v(FeG)on ~F]

d [AFV nG.F]
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H[AFeF, V. oG F]
: d (mF.F).v .H (NG.F)

Substituyendo 'H(~F,F)' por 'l‘ y resolviendo:
VI (G F)
(G F) EC( 1)

De acuerdo a lo indicado ~S es consistente, y S, por tan-
to, no es valido.

(x)(£xD 8X)e (TX)(hXefX)eD o (x) (hxe8x) S
Substituyendo cuantificadores y negando S:

nla En(F D G)e T(HF)e o E(HG)] S
Simplificando y normalizando los operandos:

A T (E DY I (HoF ) o T(H.G)
~n T(FonG)e T(H,F)o~ H(H,G) EC(V)

Como el Unico componente no negado de EC implica a la dis
yuncidn de los negados, 1o que se comprueba ficilmente e-
fectuando la tabla de valores para 'HoFe :F,~GNV.H.G' ,
~S es inconsistente y S véalido.

(x)(hXe DecXedX)a(TXx)(hX,exXV SX)e Do (Ex)(ex.Sx) S
Substituyendo los cuantificadores y negando S:

~I~E A(He 34CeD)e E(HeCV S)es e E(C.8)] s
Simplificando ~S y normalizando los operandos:

~ T~n(He eCeD) e T(H.CV S)on T(C.8)

e B (D)o FlR e 3) on T(Cs5)

v T[HeaCVY aD]e T(HeCoVeHeS)en T(CaS)

n H[HoaCoVoHenD]e H(HoCu¥ HoS)en T(CuS)

Distribuyendo los cuantificadores y canonizando:

W[E(H-MC)VH(Hn‘\D)]a H(H.C)V E{(Hds)o"u H(C-S)
o H(HonC) o (HynD )y T(H, C)Y A(H,S) o Z(E,S)



V)

VI)

it b)) s Bl HeaD Y SOV S) e T(H.C) NG
Nernv H(Hoal)anv H(HonD) on E(CS)s T(H.S) EC(vi)
El primer componente de la disyuncidn pertenece a la for-

ma V y debe por tanto establecerse si es o no vdlido el
condicional:

H-Co:'_‘) H Hc’UC-V-Ho’UDoV.C-S

Como no hay implicacidn, dicho componente es consistente.
No hay necesidad de continuar pues con el resultado obte-
nido EC y ~S son consistentes. De manera que S es invali-
do.

(FX) FXe (TX)EXe = o (X) (£X > ~gX ) (Hx) (gXonfX) S
A[HF HG e o Hu(FDAG) D H(G,AF)] o

Simplificando, normalizando los operandos y canonizando
la expresidn:

TFe TGl TA(FD AG) > H(GAF)]
AF, HGern Hu(F D AG) e T(GonF)
dF, HGen H(F,G)en Z(GonF) EC(v)

Debe considerarse ahora si 'F' y 'G' implican, por separa

do, la disyuncidn de los operandos de los otros dos compo
nentes,

a) Fo 3 1 FoGuVeGenF
'F!' no implica a la disyuncidn, como es facil apreciar,
b) Ga D sFaGaVeGonF

'G!' s la implica, de manera que, como ninguno de 1los
operandos no negados debe implicar a la disyuncidn de los
negados en caso de ser EC consistente, éste no lo es en
el ejemplo, ~S tampoco, ¥y S, en consecuencia, es vélido,

(Fx)fx V (X)gXem o (Ex) (X ¥ gx) S
APV & HnGo— o I(FYG)] S



Simplificando, etc. @

IF Y Balen I(FVGE)
M(FVG)y TFoWern H(FVG)onl AG EC(vi)

Analizando el primer componente, que pertenece a su vez a
la forma(v),se aprecia que 'F' implica a 'FVG'!' y por lo tanto
es inconsistente.

El segundo, de la forma(iv),es también inconsistente,pues,
luego de borrar los cuantificadores, '~ (FVY G)o~n ~G' es incon—
sistente,

Como ninguno entonces de los componentes de EC es consis-
tente, ni EC ni S lo son, y S es valido,

by, El procedimiento QM es aplicable también a los que Quine

titula "esquemas mixtos" (ibid., p. 172), esto es, "esquemas
[cuantificacionales uniformes] con el afiadido de letras séten-
ciales o de enunciado" (ibid., p. 262). Debe entenderse que
las letras proposicionales o, como se las denomina en el pasa-
je citado, letras sentenciales, no aparecen dentro de los ope-
randos, es decir, que un esquema mixto se compone sblo de ague
llas cuantificaciones que en el capitulo anterior se denomina-
ron simples o bAsicas (véase III,1,supra), mds letras proposi-
cionales y conectivas (*).

La idea medular de QM sigue en ple: se trata de decidir
81 AS es 1nconsistente, pero para ello egs preciso ahora, antes
de proceder a las transformaciones de rutina, reducir el esque

(*) Aunque podria parecerlo, no es posible considerar como le
tras proposicionales a los componentes constituldos por letras
predicativas segulidas por constantes individuales, pues en tal
caso la técnica indicada no puede impedir resultados inacepta-
bles, como el del ejemplo V de la seccidn siguiente.



5.

b, 12

ma mixto S a otro basico, lo que se logra otorgando los valo-
res 'T' y ’l‘ a las letras proposicionales y continuando con
la técnica reductora descrita en Métodos,§§ 5 y 6., Dicha reduc
cidén 1llevard a una de tres posibilidades:

a) Se termina en T (~S es ¢-vdlido y S, por tanto, no vi-
lido),

b) Se termina en | (~S es c-inconsistente y S valido).

¢) Se termina en uno o mds esquemas cuantificacionales pu
ros, esto es, sin letras proposicionales,

Como es obvio, la tercera alternativa obliga a someter a
la téenica bdsica de QM a cada uno de los esquemas "puros" ob-
tenidos, Tan pronto como uno de éstos resulte consistente "po-
demos detener el trabajo, pues ello nos basta para saber que
el esquema mixto original [~S] es consistente" (ibid., p. 172)
¥ S no vdlido., Si y sblo si ninguno fuera consistente, S es vd
1ido.

De manera que, cuando se trate de esquemas mixtos, el pro
ceso de decisidn comprende tres etapas:

a) Contradiccidn de S.

b) Reduccidn de ~S, que habri de conducir a una decisidn
0 a uno o varios "esquemas cuantificacionales puros",.

¢) En caso de no haberse obtenido una decisidn, aplica~
cidn de QM a cada uno de los esquemas puros residuales,

Siguen algunos ejemplos aclaratorios,

I) ~E(Ex )X ex ) apan(DelX) T2) T= [ *) S
Negando S y substituyendo cuantificadores:
(3X) (fXe2X) e Pern[Pon(Tx)~fx)] s

*) Este esquema y el del ejemplo siguiente aparecen en Méto-

dos, § 32, como ilustraciones de esquemas mixtos.
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Eliminando 'p':
A(FoG)eTon(Ton AF) E(FoG).l_.N(_l_.m q~F)
H(FeG) gn ~ T AF 1
A(F,G), A~F

El esquema puro obtenido se halla en forma candnica y per
tenece al tipo (1ii). ~S es entonces consistente y S invd
1lido,

aPe (IX)ALX o Vare( V) £V o Ve (X ) ngx s
Negando S, substituyendo cuantificadores y borrando las

variables:

m[mp.(HX)me.v.m(Y)w,Vo(HX)mgX]
"U[’\-!p. H ""VF'VQ H"\-*FOV0 H '\*G]
meHmF.mHmF.mﬂmG oS

Eliminando 'p!':

TVmHmF.mHmF.NHmG‘ _LVNH’\AF.NE’UFQNHNG
Al Ao G v AR AR A HAG

Los dos esquemas puros se hallan en forma candnica y no
queda otra cosa que someterlos a la prueba de consistencia:

a) 'nHAF.~ H~A0' pertenece a la forma (iv) y es siempre
consistente, Esto basta para saber que ~S es consisten-
te y S invalido,

Pe>> ode (X) (fxm~gx):a > (Ex) (£x.,gx VY hxkD .pp(ﬂx)(m.mgx)(*)s
Negando S,_etc.: _
~[PeD ¢ el (FDAG):qD T(FeGVH): op>D H(Heal)]

Pe FeUendrn(FDAG):q D T(F,GV H): ~lps T(H,~G)]
Pe=eQendn(FDAG):q D I(F,GVH): p: ~ H(H.AG) S

(%)

Este esquema mixto aparece en Métodos, p. 171, donde se

ilustra la manera de obtener su equivalente puro, dejando al
lector la prueba de su consistencia,
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Eliminando 'p' ¥y 'q' (utilizando letras auxlliares en vez
de cuantificaciones por razones de comodidad):

Te Dicllanbs g 9B Tial Ll SodenfiqoBeial
o} .NA.QDB.NC l
TFanhoT DBanl | et DB C
ol Bl i
La expresidn reducida de ~S es:
-~ n(F D AG)T(FeGVH) AH(HenG)
Normalizando y canonizando:
n T(FeG)eH(FoGaV FoH) enB(H,nG)
~ 3(F,G) 5(F,G)V E(F.H).~d(H,~G)
n T(FeG)eall(Heal) E(FLG) oVond(FoG)ond(H,nG) H(F,H) EC(vi)

El primer componente de EC, que pertenece a la forma (v),
es inconsistente, pues 'F,G' implica a 'F,G.V,H.~G', Tam-
bién es inconsistente el segundo componente, de la misma
forma que el primero, pues 'F,H' implica a 'F,G,\oHerG',
Por lo tanto. ~S es inconsistente y S véilido,

(3 ) (FXegX) s DD {TE)nf %, ma (TRI [ TX a1 ) s (Ex)nlr 5 S

Segiin Métodos, p. 168, S serid vadlido sil y sdlo si lo son
los dos condicionales siguientes:

(Fx) (fXe8X)ePeP = (FX)AfXe 2 o (EX)(FXo8X), (X )~FX S
(8x) (£Xe2X) o (FX)ALXe D o (FX) (£Xe8X) PP D (Fx)~fx s"
Debe pues procederse a analizarlos por separado,
a) Negando S!', etc,:
~I(FeG)epep D HF. o JH(F,G).EF] aS1
(FoaG)epeP = TnFon[H(F.G), 3 F]

H(FOG)optp3 H’UF.NH(F.G) V.-\,HNF



Eliminando 'p!' :

H(FeG)e o] DI FnI(FeG)V A3AF | H(FeG)o|o| D FFond(F(G)VaFF
H(FuG) e HFend(F,G)V AHF |

Canonizando el esquema puro obtenido se llega a:
A(FoG)oTnFend(FeG)oVeH(FyG) sTF gnHnF
cuyos dos componentes son c-inconsistentes, ~S' es entonces
inconsistente y S' valido,
b) Negando S", etec,
~E(F,0) JEnFy S oE(FuG).pep D nF] 8"

T HAF A[H(FeG)epep 2 HnF]

(F.G)
H(FuoG)oT aFnd(FeG)Vapvn(p 2 EnF)
H(FoG) el AFend(F,G)V ADPV (Pend~F)

: Eliminando 'p! : ; :
H(FoG) e EnFond(FoeGIVaATV(TenBAF) | E(FuG)EnFaad(FeG)Va|v( | ond~F)
H(FWG) sHnF ead(F,G)V |VAEAF H(FoG)TaF~d(F.G)V TV |
H(FoG) TAF AH(F.G)V I F H(F,G) HF

Cada uno de estos dos esquemas puros debe ser probado
para la consistencia,

bI) Canonizando el primero de ellos se llega a:

H(FoG) e HnFond(FoG) oV H(F,G) HAF gadAF
que es inconsistente, pues sus dos componentes son
c-inconsistentes,
bII) El segundo se halla en forma candnica y es del tipo

(iii), siempre consistente.

En resumen: ~S" es consistente y S", por tanto, invalido,
de manera que S no es valido,



V) (x){fx Dgx).fa. > .22 (*) S

Negando S, ete.
~ltX(£x Sex)ifas kel
alnde(F Da).fa. D.2a]
mﬂm(F DG) .fa.f\ga
I (Fonl)ofa.~ga S

Eliminando 'fa' y 'ga' :

AI(FenG). Tonga ~NE(Fonl). | onga
~I(FonG) g2 T
NE(FonG)on T | adl(FanG)on]
AE(FonG). | wF(F S T
l ~I(FonG)

~S se ha reducido a '~AF(F.~G)', esquema puro, en forma ca-
nénica (ii), siempre consistente. S, por lo tanto, no es
vdlido, para QM. Su validez, sin embargfaoﬁﬁmdemostrable

por cualquier otro procedimiento decisorio, e, incluso,por
cualquier razonamiento que tome en cuenta el significado
del cuantificador universal, La inoperancia de QM en este
ceno debe atribuirse al hecho que la validez de S depende
de la peculiar relacidn entre la cuantificacidn y los com
ponentes en que aparecen constantes individuales. Al ser
eliminados éstos, la antedicha relacidn no se halla pre-
sente en el esquema puro residual que,por lo tanto,no tie
ne por qué ser vdlido, Tal cosa no sucede cuando los com-

ponentes eliminados son letras proposicionales,como en los
ejemplos anteriores,ya que no existe ninguna relacidén es-

(*) Este eJe@plo no tiene otro objeto que mostrar cédmo existen
esquemas no basicos, no considerados tales en Métgdos, que QM
no puede resolver satisfactoriamente, Véase seccidn 4, supra.
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tructural entre letras proposicionales y cuantificaciones.

Los esquemas considerados hasta aqui han sido esquemas uni
formes o mixtos, Existen, sin embargo, ciertos esquemas monadi-
cos con otra estructura y a éstos llama Quine "esquemas monddi-
cos atipicos"("non-standard monadic schemata")(*)."En los esque
mas monddicos atipicos las cuantificaciones son frecuentemente
impuras en el sentido siguiente: el alcance del cuantificador
es una funcidn veritativa algunos de cuyos componentes no mues-
tran instancias libres de la variable cuantificada" (**), En o=
tras palabras: para que un esquema moniddico sea atipico deberd
poseer por lo menos una cuantificacidn dentro de cuyo operando a-
parezea una letra proposicional y/o una variable que no es 1la
de cuantificacidn y/o una cuantificacidn pura o no. Ejemplos de
estos esquemas atipicos son los siguientes: (x)(fx - Dl

(8x)(fy o gx), (x)[fx o (Ty)(fyengy)], (x)(P. > .fy 3 8x).

La aplicacidn de QM a un esquema atipico S requiere como
paso previo la eliminacidn, en dicho esquema, de la o lus cuan-
tificaciones impuras, o, mids precisamente, se debe transformar
S en un esquema equivalente S!' que seatipico, esto es, uniforme
o mixto, Esta transformacidn se lleva a efecto mediante una téc
nica descrita por Quine en Métodos, pp. 263-65, que no es otra
que la introducida por H, Behmann (+) para,como escriben Hil-
bert y Bernays, "Jede Formel des einstelligen Pradikatenkalkils
in eine solche aus Primarformeln zusammengesetzte Formel Uber-

{*) Métodos, p. 263.

**) Loc, cit,. Como se ve, no se incluyen entre las "impurezas"

a las formulas elementales compuestas de una letra predicatlva
seguida por una constante individual. Cuando un esquema monadico
exhibe una fdrmula de esa especie, QM, 1o mismo que QS y QL, no
garantiza la correccidn del resultado, Véase 5, supra, ejemplo V,
(+) Algebra der Logik, pp. 189-91, :
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fihren oder, wile wir kurz sagen wollen, 'in Primdrformeln zerle
gent Ny

Dicha técnica, tal como aparece en Métodos, consiste en
substituir primero todos los cuantificadores universales por
cuantificadores existenciales, de acuerdo a conocidas reglas,y
en eliminar, acto seguldo, las conectivas que no sean ",", "v"
vy "A" de los operandos de las cuantificaciones existenciales
impuras que no contengan como parte alguna otra cuantificacidn
impura, transformando luego la expresidn obtenida "de tal modo
que las impurezas quedan sujetas sdlo a disyuncidn o sdlo a
conjuncidn o a una conjuncidn que se encuentra bajo disyuncidn"
(**). Luego, mediante la distribucidn de los cuantificadores y
la aplicacidn de las reglas de confinamiento,es fdcil deshacer-
se de las impurezas, "Aplicado a cualquier cuantificacidn exis-
tencial impura que no contenga a su vez otra cuantificacidn im-
pura, es claro que este procedimiento convertirid la cuantifica-
cidn impura en un esquema en el cual todas las cuantificaciones
serdn puras" (+). Este proceder se repite "hacia afuera hasta
consegulr que no guede ninguna cuantificacidn impura en el es-
quema" (++),

"Finalmente, reliteralizando las variables diversas de 'x!
para que todas sean 'x', obtenemos un esquema monédico tipico"
(*+). Como éste habrid de ser forzosamente uniforme o mixto, no
resta ya sino proceder a resolverlc de acuerdo a las reglas u-
suales,

**) Métodos, p. 264,
+)-—3bid., p. 265;
oo, et

Loe; -cit.

2*) Hilbert-Bernays, Grundlagen I, p. 146,

i
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He aqui algunos ejemplos:

() (£x:D)e D Jfax){Ex=> JEx.p) S

Hallando primero el esquema mixto equivalente:

~(EX)n(FXeP)e D o (FX)(8%Xe = +FX.P)
~(FX) (VXY AD) e D o (HX) (~8Xa V «TX,D)
(Fx) (~£XV ~p) v (TX) (8% V «fXoP)
(x) ~fXV AD V (EX)~gx v (3x)(fx,p)
(8%) ~fXeV enPoV o(TX)nBXe V o (EX)FXoD

Negando la expresidn para obtener ~S y eliminando luego 'p'
y gt
(A% )X, Par( X )Xol (Fx) x5 D] )
n(TX )L Ko Ton(TX )Xo [(EX)FX T | ~(@X)nfXe |on(TX)ngXon [ (Ex)Fx, | ]
a(TX)afX o (TX ) ngXon(8x ) £X |

La reducida de ~S, es decir, su esquema bisico equivalente,
ya estd en forma candnica,

ATAF o AdAGon HF EC(iv)

Borrando los cuantificadores se aprecia que EC es inconsis
te. ~S también 1o es y S resulta ser valido.

(x)(y)(g2)(£xD g2, o Lx > gy) S

Obteniendo el esquema puro correspondiente:

i EX )~ (TF )82 ) [ (fX 3 82) 6 ¥V ofx Dgy]
~(EX) (Fy )a(F2) [£X0nBZo V onfXo Vv 8V ]
~(T3X) (FY )L £ g2 V onfXo V/ . BY ]
~(3x) (Ty ) [~FxV A (2 )ngZo FX oY ]
A TX) [AFXNY A (32 ) gz £X, (T )Agy ]
A 8X) ([~fXe £Xo v on(T2)820 X, (HY )8y )
~(8x) [~ (E2 )ng2Zo £X, (Ty )Y ]
~n(82)agz, (X)X, (Ty )agy ]
nladnG o TF , H.4]

B e N | S N 59
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~S se halla ya en forma candnica y pertenece a la forma(v),
'F' no implica a '~G', pero '~G' si implica a 'AG', De mo-
do que ~S es inconsistente y S es valido,

Ti1) (Ex)(y)(fy vgx,hx) _ S

Hallando el esquema puro equivalente:

(8% )~(8y ) ( £y v gx, hx)
(8x)~(8y) [~(fy v gx)V ~hx]
(% )n(Ty ) (vLfY enXe V onhx)
(@x )l (By )afyengxe v onhx]
(@x) {n[ (@Y )nfyo~ngx] hx)
(@x) [~(=y)~fy v gx. hx]
(ax) [~(8y )afy hxa v . g% hx]
(%) [n(m@y )nfy.hx] v (3x) (2x.hx)
~( Ty )aLYe (EX)hX eV o (8x) (gx4hx)

Negando la expresidn y borrando las variables:
m[mﬂmF.HH.\/ .E(G.H)] ~S
Simplificando y canonizando A.S:

~(~EF, BH) o3 (GLH)
E ~Fv ~8H,~H(GH)
J7FenH(GeH) o V ondH,~H (G, H) EC(vi)

El primer componente, de la forma(v),es consistente pues
'~F! no implica a 'G,H', Por 1o tanto EC y ~S son consis-
tentes y S no es valido,

Iv) (y)[(2Zx)(fx 2 gy)e > o(2)(Ex)(fx D g2)] (*) S

Obteniendo el esquema puro equivalente:

(*) De Copi, Symbolic Logic, p. 105, eJ. d.



V)

VI)

4,21

(Y )AL () (£X 2D 8Y ) e D on(F2Z)n(TX) (£x = g2) ]
~(3y) [(3x)(fx = g¥). (T2 )~(8x) (X v gz) ]
~(8y) [(3x) (~Fx V gY ) o (T2 ) {(EX )X vEz )]
~(8y) [(3%) (nfX v Ey) e (32) (n(EX)nfXongz )]

~(EY) [(AX)APR V gYan(EX )X, (B2 )~gz ]
~L(Ty) ((Ex)Afx VY Jen(TX )X, (52 )agz]
~L(EX)nEX V(8 )8Y an(TX )nEX, (2 Jngz ]

Negando la expresidn hallada y borrando las variables:
HaF V HG o vEAF  HAG
Canonizando:
HaF e aHAF TGy V TG Al A F HAG EC(vi)

El primer componente, que es de la forma (v), es inconsis-
tente, pues 'AF' implica a 'AFV ~G', pero el segundo, que
ostenta la misma forma, no 1lo es, pues ni 'G! ni 'AG' im-
plican a 'AF!, Por lo tanto ~S es consistente y S inv4lido,

(¥)(x)(fX,8¥e D £V p) S

Hallando el esquema mixto equivalente:

~EY )~ (BX ) (FXe8Ye = ofXV D)
~(Ey) (A% ) [£Xe8Yoen(fx V)]
~(Ey) (3X) (£X48Y enfXonD)

~(FY ) [(EX) (£XonfX) e8Y onP]
~(EX) (£XonfX) o (T7 )8V enpD]

Negando S y eliminando 'E(F.~F)'
E(F.NF).HG‘MP
1 o AGsab

1

No es necesario proseguir: ~S es inconsistente y S valido.

(P LD D 8% oD X) PR w2w] (%) S

De Quine, Logic, p. 5.
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Hallando la forma mixta equivalente:

A FY )l (BX ) (£Xo Y 0 D08X) cPore(EX)nLX, = 28]

~( 8y ) [~ (X ) (£X0 £V 8% ) 0 Do (X JufXongY ]

ATy ) [ (Fx) (£XengX) « £Y] o Pon( HX )l X o gy ]

ATy ) [~ (EX) (£XongX) VALY Don(EX)afX gy ]

~ () [n(3x) (£Xyn8X)V AfYonEY ] e Pon(EX ) onfX ]

~((8y) [ (%) (£XongX) enBY o V on LY on8Y ] e Don(EX )X ]

~{(FY) [~ (Fx) (£Xen8X) 08T 1V (TY ) (ALY 0n8Y ) e Pon(EX )X}

A ([ (8%) (FXengX) o (TY)neY ] V (Ty ) (ALTongY ) s Dan(EX)nFx }
Negando la forma mixta obtenida para alcanzar ~S, y borran-
do las variables:

[AE(FenG) oGV F(AFnG) o DonEnF a3
Eliminando 'p' :

[AT(FonG) o BAGlV T(aAFenG) e TonBAE | [AH(FonG) 3nGlV T(AFonG)o | ondnF
[AE(FoenB) e TAG]V (AF(nG) o ndnF |

—

Hallando la forma candnica de la reducida de S :

AT (FonG) o HnGonTnF o V o H(AFonG) sndnF EC(vi)

El primer componente, que pertenece a la forma(v),es incon-
sistente, pues 'AG' implica a la disyunecidn 'F G, v .~F' ¥

el segundo, de la misma forma, también lo es, ya que'!aF,G!
implica a 'AF', Por lo tanto S es inconsistente y S valido,

8. Al igual que en los capitulos anteriores se resumen en esta
seccidn las observaciones y comentarios que QM promueve.

a) Si bien, como se dijo a propdsito de los procedimientos
ya estudiados, las férmulas con constantes individuales
no constituyen propiamente férmulas para Quine, el ani-
lisis de las inferencias en las que intervienen proposi
clones singulares hace inevitable'su uso, QM, al igual
que QS y QL, es incapaz de garantizar decisiones siem-
pre correctas para fdrmulas de esta especie.
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b) Debe convenirse en que QM es un procedimiento realmente
ingenioso que supera, no sdlo en elegancia sino también
en eficacia prdctica, a los otros métodos concebidos
por Quine., Incluso su relativa laboriosidad puede ami-
norar en clertos casos y el mismo Quine advierte que
"para disminuir el trabajo ....... puede variar la préic
tica de varios modos" (Métodos, p. 159), los mismos que
describe en seguida, a pesar de los obvios que son, No
es entonces por su excesiva operosidad que QM es objeta
ble,

c) Lo mds saltante y enfadoso para aquél que trata de aden
trarse en las instrucciones que componen QM es la proli
feracidn incesante de alternativas que se van presentan
do conflorme se avanza hacla el final, y a esto se suma
que la eleccidn entre ellas obedece a diversos crite~
rios por el hecho de existir metas parciales muy diver-
sas en cada etapa del proceso y aun dentro de cada una
de éstas., Es el caso, por ejemplo, de un esquema canéni
co de la forma (vi), uno de cuyos componentes sea de la
forma (iv) y otro de la forma (v): habrd necesidad de
construir, para el primero, uno o mids condicionales cu-
ya c-validez o c-invallidez ha de establecerse, y para
el segundo una conjuncidn de esquemas de la que se pre-
clsa saber,no ya su c-validez 0 eelnvalidez,sino su c-con-
sistencia o c-inconsistencia,

Cuando los esquemas son mixtos o atipicos, la cosa se
complica (véase el ejemplo IV de 5, supra), debiendo
emplearse inevitablemente técnicas adicionales,y no es
poco comin llegar a mis de un esquema puro, Constituye
pues la exuberante frondosidad o "ramificacidn" de QM
su mids distintiva caracteristica (e incomodidad).

d) Tantas varlaciones y cambiosde rumbo en la secuela del
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proceso, tantas decisiones que tomar ante alternativas
de muy diversa especie, todo ello no puede ser conside-
rado sino como el lado débil de QM, Y no es que se con-
fiera indebida preponderancia a razones puramente esté-
ticas: las miltiples y variadas decisiones por tomar y
la falta de un enlace orgdnico visible entre ellas ofre
cen campo singularmente propicio para la desorientacidn
v el extravio del poco experimentado.

Desde la transformacidn inicial de la prueba de validez
en otra de consistencia, por lo demds tedricamente irre
pochable, se empleza a percibir el aire de afectacidn y
excesiva industria que se advierte luego en 1las demis
fases de QM, con el consiguiente desmedro de su brillan
tez, Ello no obstante, y pese a los inconvenientes ano-
tados, no del todo venliales, QM es sin disputa el mejor
de los procedimientos decisorios para férmulas monddi-
cas de primer grado que Quine ha publicado, superando
con creces a QS y a QL, El hecho mismo y las circunstan
clas de su concepcidén pueden significar, entre otras co
sas, que su proplo autor comparte este sentir.



CA-PIETULED N

El procedimiento de Von Wright

1. Otro procedimiento decisorio para férmulas monddicas de pri
mer grado es el debido al profesor finlandés Georg Henrik Von
Wright, que aparece en su monograffa "On the Idea of Logical
Truth (I)", publicada originalmente en Sociectas Scientiarum Fen-
nica, Commentationes Physico-Mathematicae XIV, 4 (Helsinki, 1948),
e incluida luego, sin modificaciones, en el volumen "Logical Stu
dies" (pp. 22-43) del mismo autor (*). Las citas que se hagan en
lo sucesivo se referirdn a esta Gltima eaicidn.

"Essentlally the same as that of Quine in XII, 6" (**), es
decir, esenclalmente el mismo que QS, el procedimiento VW, como
serd denominado abreviadamente en este trabajo, permite decidir
acerca de la validez de "any formula of the lower functional cal
culus of symbolic Logic, which contains only one-place predicate
and no sentence variable and no free individual variable"(+). To
do el procedimiento, expuesto con estilo y terminologia sumamen-
te personales, se funda en la interesante distincidn que efectia
el autor entre "presence functions" y "existence functions", 1la
cual permite reducir, como en QS, la cuestidn de la validez a o-
tra de c-validez, La escueta descripeidn que sigue tendrd por
fuerza que pasar por alto dichos fundamentos, se limitard Gnica-
mente a las técnicas pertinentes, y empleard la terminologia ori
ginal sblo cuando sea menester, no reflejando de esta manera la
presentacibén propia del original (1),

*) London, Routledge and Kegan Paul, 1957,

**) Church, Review, p. 59. El propio Quine escribe: "Von Wright
(1949) ofrece una licida exposicidn con el mismo principio bisi-
co usado por m{ en O Sentido," (Métodos, p. 170, n.1).

(+) Logical Studies, p. 43.

(++) A modo de complemento de la monograffa citada es digno de
mencidn el articulo "Form and Content in Logic" del mismo autor,
inclufdo también en Logical Studies, pp. 1=21.

51
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Conviene advertir que la notacidn utilizada por Von Wright
(que se adoptard en este capitulo) suprime las variables indivi-
duales y usa 'U' y 'E! en vez de '(x)' y '(¥x)', respectivamen-
te, de manera que la férmula '(¥x)(fx.gx)' aparece escrita como
'E(P.Q)' ¥ '"(x)(fx2gx)' como 'U(PDQ)!', 'P', 'Q', etec., son pa-
ra Von Wright nombres de propiedades ("names of properties"), y
las expresiones que resultan de reemplazar las letras proposi-
cionales de una truth-function por n nombres de propledades son
a su vez complejos moleculares de n nombres de propiedades ("mo-
lecular complex de n names of properties") (*)."Nombre de propile
dad" se entenderd de aqui en adelante, y prescindiendo de cual-
quier diferencia de concepcidn, como sindnimo de "férmula predi-
cativa elemental” (**), y sus complejos moleculares como truth-
functions de estas férmulas elementales,

AdemAs, donde no afecte la confeccidn de tablas, y sélo por
razones de comodidad, la notacidn original del autor serd simpli
ficada, suprimiéndose el punto en las conjunciones que forman
parte de un operando en forma normal disyuntiva perfecta (+)s911
mindndose el punto y el paréntesls cuando el operando sea una
conjuncidn, y substituyéndose '~' por una barra trazada sobre el
nombre de propiedad negado, Asi se escribirdm, por ejemplo, 'EPE‘

en vez de 'E(P,~Q)', '~EPQR' por '~E(P,~Q.R)' y 'E(PQ3V PQRy PQR¥ PQR)'
en lugar de 'E(PenQeRe¥W o PoenQernvRe ¥ enPeQemaRiV evPonQeaR) !,

2e Sea S una férmula monddica de primer grado que carece de le
tras proposicionales y variables libres. VW prescribe, para deci
dir sobre su valldez o invalidez, que se proceda de la manera sl
guiente:

*) Ibid,, pp. 30-31.
**) Aunque por brevedad se las denominari "letras predicativas",
+) Véase la seccidn 2, infra,
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Reempldcense por E-cuantificadores, de acuerdo a conoci-
das reglas, los U-cuantificadores que S exhibe.

Hallese la forma normal disyuntiva perfecta de los ope-
randos de las E-cuantificaciones ("E-sentences") de S en
términos de todas las letras predicativas ("names of pro
perties") que ocurren en S, Cada conjuncidn de la FNDP
obtenida se denomina componente existencial ("existence
coritituent") de una férmula bisica con n letras predica-
tivas, y, de manera similar, cada componente existencial,
una vez E-cuantificado, es llamado E-componente ("E-cons
tituent") de la respectiva E-cuantificacidn(*).

Constriyase una tabla de valores ("existence-table")para
cada E-cuantificacidn de S "on the basis of all posible
combinations of truth-values in the E-constituents"(¥*),

Constriyase, por dltimo, una tabla de valores para S "on
the basis of the combinations of truth-values in the E-
sentences", es decir, en las E-cuantificaciones, culdan-
do de no repetir los arreglos que sean idénticos(+),

La férmula S serd "logically true" cuando S "expresses
the tautology of the propositions expressed by its E-
constituents" (++). '

Sea S, por ejemplo, la fdrmula

Op. cit,, p. 36, Se trata, en otras palabras, de transfor-

mar el operando de cada E-cuantificacidn en la disyuncidn de di-
ferentes conjunciones, cada una de las cuales habrd de exhibir
las n propiedades de S, negadas o no, y sin que en ninguna de e-
llas aparezcan dos componentes idénticos o dos contradictorios.

Asi, por ejemplo, ‘P@RV PQEV PQR' es un operando que se halla en
FNDP; 'PQR', 'PQR' y 'PQR' son sus componentes existenciales; y

'EPQR', 'EPQR! v 'EPQR' los E-componentes de 'E(PQRV]%ﬁﬁfﬁﬁﬁ)'.
(¥ oThda. . p, 39,

Ibid., p. H0;

EELCTHEA =iy
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a) Reemplazando cuantificadores se obtiene

AEAv(PDQ)enEv(RDP), o onEx(RDQ) . St

b) Debe hallarse ahora la FNDP, en términos de 'P!', 'Q! v

'R', de cada uno de los operandos que aparecen en S!',
Von Wright no sefiala el procedimiento a seguir y se 1i-
mita a decir al respecto: "Be it remarked that the per-
fect disjunctive normal form of a molecular complex can
be directly 'read off' from its truth table" (*). Puede
utilizarse, sin embargo, una técnica tabular basada en
la teoria de las expansiones booleanas (a la que cripti-
camente parece hacerse alusidn en el citado pasaje de
Von Wright), que Incluye las sigulentes operaciones:

4 Reemplazo de cada opefando A por una fdérmula de la forma

'Av (Qona, W (o Gy e, s LA e ', donde cada 'q,

representa una de las propiedades o letras predica-
tivas de S que faltan en A, Los operandos de S' que-
dan asi convertidos en

~(PDQ)¥ (RenR), ~(RDP)¥ (QeaR) ¥ ~(R3Q)V (PunP).

ii) Evaluacidn tabular de cada uno de estos operandos
transformados, La del primer operando de S' es

~(P > Q) ¥ (R.~R)

Hogdggg< |t
HEddaddd< | O
3 il s [ o i s B ol o JE B flo )
e g <
< d<"HaHdd
e e g < e
b | b b e e ]

(£}

Ihid. b, 28,
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1ii) Construccidén de tantas conjunciones cuantos arre-
glos verdaderos aparezcan en la respectiva - tabla
de cada operando, debiendo exhibir cada una de e~
llas todas las propiedades una sola vez, negadas
o no, segin se hallen F- o V-asignadas, respecti-
vamente, en el correspondiente arreglo, La disyun-
cidén de estas conjunciones es la FND? que se busca,
y, de acuerdo a la terminologia de Von Uright, ca-
da conjuncidén serd un componente existencial de di
cha forma normal.

Se tiene entonces que la FNDP de '~(P2Q)', en términos
de VP ~tQt y-tRY, ‘a8

(PQRV PQR) ,

y 'E~n(P DQ)' queda convertido en 'E(PQRV PQR) ', cuyos
E-componentes son ‘EPQR N ‘EPﬁﬁ'.

1En(RDP)!' y 'Ev(R—=Q)!' se convierten, del mismo modo,
en E(PQRv PQR) y E(PQRV PQR), respectivamente,

c) Debe confeccionarse ahora una tabla para cade E-cuanti-
ficacidn de S', cuyas lineas o arreglos estarin consti-
tuidas por todas las combinaciones de V y F cue pueden
asumir los E-componentes de dicha E-cuantificacidn (*).
Siguiendo con el ejemplo, se tiene:

E PR | EPQR | EPQR | E POR || Ev(P2Q) | Ev(R2P) : E~(RDQ)
v v v v v v v
v v v F v v %
v v F v v v v
v v F F v F v
v P v v v v v
v P v F v v v
v P B v v v v
v B R P v 7 v
B v v v v v v
F v v F v v P
¥ v F v v v v
P v m P v F F
P F v v F v v
F P v F F v F
7 F F v F v v
7 F P P P F F

(¥) Es conveniente, por comodidad, refundir en una sola todas
las tablas requeridas, y asi se procederi en 1o sucesivo,
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La razbén de ser de los valores asignados a las E-cuantifi-
caciones se hari patente con sbélo analizar el cuarto arre-
glo, El valor V de 'E~(P HQ)' se ha obtenido sabiendo que,
en términos de E-componentes, equivale a 'E PQRV E PQR!,
cuyo valor, en este arreglo, es el de VVYV, 'EvL(RDP)!' e-
quivale a 'E §QBVE ?@R', ¥y su valor es el de TFVYF, esto
es, F, El equivalente de 'En(RDQ)' es, igualmente,

'E PQRVE PQR', y su valor, por ello, el de VVF, es de-
cir, V., Los demds arreglos se resuelven en forma similar,

d) Resta finalmente construir una tabla de valores para S',
cuyas E-cuantificaciones asumirdn todos los posibles va-
lores que les ha asignado la tabla anterior, En esta Gl-
tima y definitiva tabla no han de repetirse, como es ob-
vio, arreglos que resulten de idéntico valor, La tabla
final, entonces, para la férmula que estamos sometiendo

a VW, es

Ev(PDQ) | BEv(RDIP) § E~(RDP) || ~E(PDQ)enEv(R IDP). 5 +~E(R DQ)
' v v F FF V F

v F v F FV V F

v v F F FF v ¥

v F F F FV vV Vv

F v v v FF V F

F v F v FF v ¥

F F F v A v v

S!' ha resultado tautoldgica y, por tanto, "logically true"
o vilida, También lo serd entonces S, a la cual equivale.

3 Del mismo modo que cuando se estudiaron los procedimientos
anteriores, se van a resolver algunos ejemplos mids, sumamente
sencillos,

I) EP . E Q DE(P.Q) S

Hallando la FNDP de cada operando:
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1) PQ | PV (Q.~Q)
vV V F
VF el
FV PP
FF ===
E(PQv PQ)

2) PQ |, Qv (P.~P)
ATAY VB
VF L
FV V=R
FF B

E PQ

Construyendo la tabla de valores para los E-componentes de S:

EPQ | E PQ EPQUUEP | EQ]| E(P.Q)
v v A\ v v

v v F v v v

v F \'% v v v

v F F s v v

F v v v v F

F v F v F F

F F v F v F

E F F iF F F

Confeccionando la tabla para St

EP |EQ | E(P.Q) HEP . E Q. D.E(P.Q)

HEagd<
Mg
b b e <
g <
S<s<HE=g

Como S no expresa la tautologia de las proposiciones expre-
sadas por sus E-componentes, S no es valida,
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i) EP.EQ., UPDAR).U(QIR)e D.E(R.nP) S (*)
Substituyendo cuantificadores: I
E P, E QuaEn(PDnQ)e ~Ex[QOR). D.E(RunP) St
Hallando las FNDP de todos los E-operandos de S':

1) P QR | PV (QenR)Y (Ru~R)
VVYV '
VVF v
VFV v
VFF v
FVV F
FVF F
FFV F
FFF F
E(PQR VPQRV POQRV PQR)

2) PQR | Qv (P.aP)V (RanR)

VVV v
VVF v
VFYV F
VFF F
FVYV v
FVF v
FFV F
FFF F
E(PQRV PQRV PQRV PQR)
3) PQRJ_N(P: ~Q) V (RenR)
VYV YUY RER ¥
VVF |VVFF V
VFV |FVVYV F
VPF [FYVYV E
FYV [RPFVE P
FPVF IFFYF F
FEVIFEVY F
Frelrpevyy =»
E(PQRV PQR)

(*) Modo Fesapo, con gondicidn existencial, en la versidn de Von
Wright - (op. ¢it,, p.=42),
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u’) PQR N(Q: R) V(P.NP)
VYUYV LB =% F
VVF|V F \Y
7l B P F
3 1 T B e e T P
FUVILR N F
PVPEP IV F v
P REY Fpey F
FFFIPFP V F
E(PQR W PQR)

5) P QR | (ReaP) V¥ (Q.~R)
VVYV FF F
VVF FF F
VFV FF F
VFF FF F
FVV VW 5
FVF FV F
FFV Ty
FFF FV F
E(PQR v PQR)

Queda ahora por construir una tabla con ol = 128 arreglos
para los E-componentes de S, cuyo encabezamiento es

[EPQR |EPQR| EPQR | EPOR |EPQR |[EPQR|EPGR || E P|E Q[Ew(P 3~R) |Ex(Q R) [E(RunP)|

E ] B |

y efectuar luego la tabla final para S', S1 y sdlo si todos
los arreglos de esta Gltima tabla son V, S!', ¥ por 1o mismo
S, son validos (*).

ELT) V=P SE P S
Reemplazando cuantificadores:
~EAP DE P St

Los respectivos operandos se encuentran en FNDP, de modo que

(*) Mis sobre este ejemplo en la seccidn 4, infra.
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deben efectuarse inmediatamente las tablas de valores de
las E-cuantificaciones de S', que son

EP E ||EP [EP

v Y Y Vv
v F Vv B
F v F v

La tabla de valores de S' es

EP EWP ||[~EPDE P

Ve sy F v
)" F V=N
F Vv F v
F F v F

y como aparece en ella un arreglo falso, S no es vilida,

E(PV ~P) D (U P DE P) S
Reemplazando cuantificadores:
E(PV ~P) D (~nEP DE P) S!

Los tres E-componentes tienen sus operandos en FNDP, y como
en funcidn de sus E-componentes 'E(PV ~P)' equivale a
'EPV E-P', la tabla correspondiente es

EP | EXP || E(P¥v ~P) | E P| E.P
v v v vV |V
v F v V |F
F v v F |V
Poxd P F P-l B =,

Evaluando ahora S:

E(Pv ~P) | E P |EvP || E(PV AP) D (nEuP DE P)

E~n
v
F
Vv
F

Hag<g

v
v
F
F

ESESESES
<<
Hdad g

S es viliga,
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Una consideracidn detenida de los ejemplos que acaban de ser
vir para ilustrar 1la aplicacién de VW obliga a ciertas reflexio-
nes sobre la idea que sirve de soporte a dicho procedimiento y so
bre la posibilidad anexa de condensar en una sola sus reglas (c)

¥ (a9~

El profesor finlandés ha tratado exitosamente de reducir el
problema de la validez cuantificacional al de la de la c-validez,
y éste es el criterio que informa todas las reglas que forman par
te de su procedimiento, que se reduce a la postre a la evaluacidn
tabular de una fbérmula monddica S en funcidn de determinados
E-componentes, elementos éstos de una clase de férmulas de estruc
tura caracteristica o tipica, similares a aquellos "cuantificati-
vos tipicos" de que se tratd en la seccién II.3, supra, a propdsi
to de QS, Ahora bien: la tabla final de S es, en el fondo, la mis
ma tabla de otra fdérmula 81 equivalente, que bien vale la pena de
nominar forma normal de S, obtenida mediante la substitucidn de
todas las E-cuantificaciones de S por disyunciones equivalentes
que exhiben exclusivamente los E-componentes (o cuantificativos
tipicos) originados al distribuir el E-cuantificador sobre la dis
yuneldn que exhiben las FNDP de los respectivos operandos, Como
S, equivale a S, la validez de aquélla serd condicidn suficiente
y necesaria para la de ésta.

Llama asi la atencidén que Von Wright no haya reunido las re-
glas (c) y (4), reduciendo las dos tablas que prescriben a una so
la tabla decisoria para 81 (férmula alcanzable de la manera que
se dijo), pues basta distribuir los E-cuantificadores, una vez
substituidos los operandos de las E-cuantificaciones de S por sus
FNDP, y proceder a efectuar la tabla de valores de la férmula re-
sultante, para conseguir una decisidn acerca de S (*)3

(*) Tal vez Von Wright haya pensado que mediante dos tablas se
puede disminuir, como en efecto se disminuye, el nimero de lineas
de la segunda al prescindirse en ella de todas las que, en la pri
mera, resulten redundantes; pero el empleo de una sola, recurrien
do si se desea a letras proposicionales en vez de E-componentes,
parece ser mucho mids cbdmodo, Esta parece haber sido también la o-
pinidn de Quine, pues en QS ha preferido seguir el camino sugeri-
do en el texto.
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Otro asunto que debe considerarse en esta seccidn es el de
las E-cuantificaciones con operandos c-inconsistentes o contra-
dictorios, cuya situacidn es similar, mutatis mutandis, a la de
las cuantificaciones con operandos c-vdlidos en el procedimiento
Q8. Como una truth-function c-inconsistente carece de FNDP, debe
reducirse el operando a otro equivalente de la forma 'PP',que no
es en rigor una FNDP, y, al construir 1a tfabla de valores para
dicha E-cuantificacidn, asignarle el valor F en todos sus arre-
glos, O, si se adopta la condensacidn propuesta arriba, toda
E-cuantificacidn de esa especle no requerird ya ser reemplazada
por la disyuncidn de sus E-componentes, que no los tiene, y apa-
receri en todas las lineas de la tabla decisoria final con un
valor asignado F. De no tomarse en cuenta estas medidas, VW, co-
mo QS en su caso, no siempre permitira alcanzar resultados co-
rrectos,

Constituye asimismo una conveniente simplificacidn del pro-
cedimiento, siempre que se considere que el universo no es vacio(*),

el asignar directamente V a toda E-cuantificacidn con bperando
c-vdlido en la totalidad de arreglos de la tabla decisoria final,
pues 1la FNDP de su operando posee 2" E-componentes (n = nidmero
de propiedades exhibidas por la férmula en que aparece dicha
E-cuantificacidn), y poder prescindir de ella es de sumo benefi-
cio para la sencillez del proceso, tritese de VW original o com-
pendiado, Nada impide este proceder, de pdra naturaleza algorit-
mica, en virtud de las reglas mismas del procedimiento (**),

Culmina esta seccidn ofreciendo algunos ejemplos que ilus-
tran las modificaciones sugeridas,

(*) La razdn de esta restriccidn, asi como el importante papel
que juega en VW la condicidén de un universo no vacio, aparecen
en la sececidn 6, infra,

(#¥*) Como en el caso de QS, puede adscribirse a VW con aprecia-
ble provecho el método resolutivo de Quine, siempre que aparez-

can en S E-cuantificaciones con operandos c-vidlidos o c-incon-
sistentes y se considere que el universo no es vacio,
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Se resuelve aqui nuevamente el ejemplo mediznte el cual se
explicd la forma de emplear las reglas de VW,

HEDQI-T{RD P} = TR 0) S
Reemplazando cuantificadores:

B P-D-0 Yo aBul B -DP )i D nlal B 0)

Reemplazando los operandos por sus respectivas FNDP, obteni
das de la manera que ya se indicd:

~E(PQRy PQR).~E(PQRY PQR). D .~E(PJRY P4R)
Distribuyendo los E-cuantificadores:

~(E PQRY E PQR),.~(E PQRV E PQR), D .~(E PQRV E BQR) S,

Reemplazando por letras proposicionales los componentes de
S1 se llega primero a

~(Py a)en(rys)e D on(pys)
¥ luego a

wPornenT oS, D ervPernS

que es una truth-function palmariamente tautoldgica, S es
valida.

La solucidén del ejemplo II de la seccidén 3 d= este capitulo,
que quedd alli en suspenso, se completa a continuacidn me-
diante la aplicacidn de VW en su versidn abreviada,.

S, una vez substituidos los operandos de las E-cuantifica-
ciones por sus respectivas FNDP, queda convertido en

E(PQRV PQRY PGR VPQR).E(PQRV PQRY PQR VEQR).~E( QRV PQR).

-~E(PQRV PQR), 5 .E(FQRY BRR) .
Distribuyendo los cuantificadores se obtiene la forma nor-
mal

E PQR{IE Pqﬁ\}'E PGRV E POR.E PQRW E PQRY E PQRV E PQR,
«~(E PQRV E PQR).~(E PQRV E PQR). 5.E PQRVE PQR

0, apelando a letras proposicionales,
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PV Ay I'Y S.pV aV ty wen(pv a)en(ayw). Dty z o
Simplificando esta (ltima expresidn se obtiene primero

PV Q¥ IV S, pV AV tV WenDenQWe DtV Z ,
luego

rY¥ Setenpendew. DtV Z
y por Ultimo
~rys)¥tV¥paywytvz ,
Como la truth-function alcanzada es trivialmente tautoldgi-
ca, S, modo Fesapo con condicidn existencial, es valida,
1i1) Ev(Pe D .PVQ): D.E(PVQ) S

Se halla a continuacidén la FNDP de los operandos,

a) P Q [N(Pt 1 R Q)
B Y Vv
F v v
F v v
F 1 v

El operando del antecedente ha resultado inconsistente
y por tanto carece de FNDP, De acuerdo a lo dicho seréd
reemplazado por PP y se asignard F a E PP en todas las
lineas de las tablas en que aparezca,

Q

b) e

A7
v
Vv
v

=]

E PQV E PQVE PQ
La reducida de S seri

E PP. O .E PQVE PQWE PQ , S,

y como el antecedente es F en todos los arreglos de la



respectiva tabla, S, y S son vdlidas (*).

Iv) E(Py ~P). D : U(PIaQ). U(QDR): D E(RenP) SER
Reemplazando cuantificadores:
E(PY ~P)e D :ABu(PD Q) cnBu(QDR)e D oE(R4nP) S!
Hallando la FNDP de cada operando:

1) 'Py¥ P! es c-vdlido. Por lo tanto, de acuerdo a lo dicho,
'E(PY~P)!' serd substituido por T en todas sus ocurren-

clas,
2) E(PQRV PQR) (*)
3) E(PQRY PQR) ()
4) E(PQRV PQR) (*)

La "forma normal" de S es, entonces,
T .D:+(E PQR¥E PQR).~(E PQRVE PQR). D .E PQRVE PQR ,
o, con letras proposicionales en vez de E-componentes,

T o Fienlpyalecfay®l. D ¥t .

Aplicando el método resolutivo y simplificando la expresidn
anterior se obtiene

Py aVIrysvt ,
que no es tautoldégico. S no es védlida (++),

(*) Habria bastado también, una vez sabida la inconsistencia de
'n{P.D.PVQ)!,reducir S a'|DE(PDQ)', que equivale a | , para
llegar rapidamente al mismo resultado,

(**% Modo Fesapo, sin condicidn existencial, para un universo no
vacio, Sobre el papel del antecedente en esta formula, vease la
seccidn 6, infra,

+) Véase el ejemplo II de la seccidén 3 de este capitulo.

++) La substitucidn de 'E(Pv~P)' por T y su posterior elimina-
cién permite evitar la forma normal

E PQRVY E PQRVE PQRVE PQRV E PQRVE PQRVE PQRVE PQR. D :
. :~(E PQRV E PQR).~(E PQRVE PQR)., > .E FQRVE PQR ,
cuya evaluacidn tabular es requerida por VW abreviado, o una pri-

mera tabla, con el procedimiento original, cuyo nimero de arre-
glos ascenderia igualmente a 256,
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5e No hay duda alguna - y no podia ser de otro modo - que Von
Wright ha tenido en mente la mencionada posibiliéad de reunir en
una sola las dos reglas (c) y (d), pues al término de su monogra
fia introduce de improviso la nocidn de "forma normal disyuntiva
absolutamente perfecta" e indica la forma de servirse de ella pa
ra decidir acerca de la validez o invalidez de una férmula mona-
dica dada, Dicha forma se obtiene "by replacing any one of the
E-sentences by a disjunction of E-constituents of the complex
and transforming the molecular complex of E-sentences thus obtal
ned into its perfect disjunctive normal form" (*), debiéndose
luego evaluarla tabularmente, pues una FNDAP "shows with which
ones of the possible combinations of truth-values in its E-constl
tuents the molecular complex expresses agreement and with which
ones 1t expresses disagreement, If 1t agrees with all possibili-
ties it is a Truth of Logic" (**),

Esto no puede significar sino que Von Wright estd pensando
en un procedimiento que’ sigue una linea similar a la enmienda ya
propuesta en la seccidn anterior de este trabajo, Pero vale la
pena averiguar si dicha reduccidn a FNDAP y su posterior evalua-
cibén dan efectivamente lugar a una abreviacidén de VW o constitu-
yen dnicamente una variante sin interés préctico,

La FNDAP de S, de acuerdo al pasaJe citado, no nuede obte-
nerse sino por un método tabular, idéntico al recomendado en la
seccidn 2, supra, para hallar la FNDP de los operandos de 1los
E-cuantificadores de S, o, de otro modo, por la -expansidén y pos-
terior aplicacidén de conocidas reglas de distribucldn y simplifi
cacidn, considerando a los E-componentes, en uno y ovro caso, coO
mo letras proposicionales, Pero, de optarse s la primera via,
1la FNDAP alcanzada es superflua, pues si S es valido en funcidn
de sus E-componentes, como tendrd inevitablemente que indicar su

*) Ibid,, p. 42,
**) Loc, cit,
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tabla en caso de serlo, la decisidn ha sido alcanzada y la FNDAP
no es ya necesaria; y si no lo es, también se ha llegado a una

decisidn, pues en caso de no ser valida S, su FNDAP tampoco ha
de serlo,

Queda entonces, como Unico medio factible, el segundo, pero
su puesta en prictica es realmente abrumadora, como se aprecia
al resolver en segulda, por tercera vez, el mismo ejemplo que 1-
lustrd iniclalmente la aplicacidn de VW,

Sea S la férmula
U(PDQ)s U(RDP). > U(RIQ) .
Su correspondiente forma normal es
~[E PQRV E PQR].~[E PQR¥E PQR], D .~[E PQRVE PQR], S
0, recurriendo a letras proposiclonales,
~(p¥ a)en(rVs)e Dun(pVvs) .
Debe ahora hallarse la FNDAP, para lo cual se llega primero a
~n(pWa)en(rvs)lva(pV s)
¥y luego a
PV AV rVsY (wpens) . S
Expandiendo S2 3
[pe(a¥ Q@)e(rV T)(sV¥5)] V¥ [au(PVYD)e(rVT)a(svs)]
VW [r.(pvp)e(aVa)e(s¥3)] V [sa(p¥Dp)e(aV¥Va)e(rVT)]
Vip.s.(avad).(rvr)]

Distribuyendo y reordenando alfabéticamente cada d-compone-
te:



pars ¥ pars Y pars V pars v pdrs V pars ¥ pgrs V pgrs
Vv pars ¥ parS ¥ paPs ¥ pqars ¥ Pqrs V pars ¥V pgrs ¥ pgrs
V pars V pqrs V pdrs V pars V pars ¥ pars ¥ pars ¥V pars
VW pars V pars V pdrs V pars V pars ¥ pars V pars V pars

V pars V pars V pars V pars
Eliminando las conjunciones superfluas y reordenando las
restantes se llega a la FNDAP buscada, es decir,

pars V¥ pqrs V pafs V pqars V pdrs ¥ pdrs V¥ pqrs V pars
Y pars V pars V pars V pars V pars V pars V pars V pars .
Como toda truth-function es tautoldbgica si y sdlo si su
FNDP tiene 2" conjunciones (n = nimero de letras proposicionales),
y éste es el caso de la FNDAP a que se ha llegado, S es vdlida (*),

La reforma propuesta por Von Wright no aporta, como es pal-
mario, ningin beneficio prdctico, y desde este dngulo es preferi
ble olvidarla,

6, El procedimiento de Von Wright, como ya se menciond, es e-
sencialmente el mismo que QS, pero tal vez llame la atencidn cb-
mo es que en éste Gltimo, una vez hallada la forma canbnica ( i-
déntica, previo intercambio de cuantificadores y aplicacidn de
conocldas equivalencias entre conectivas, a la que adopta S en
VW cuando los E-cuantificadores se distribuyen sobr@ la disyun-
cildén del operando puesto ya en FNDP), se debe proceder a compro-
bar si una férmula especifica A la c-implica o no, mientras que
en VW tal comprobacidn queda suprimida.

(*) Podria elevarse a regla de la segunda versidén de VW esta
propiedad de las FNDAP, que el mismo Von Wright menciona en
Logical Studies, p. 33, y as{ se eliminarfa una tabla que nada
tiene de alentadora.



5.19

La razbén de esta disparidad es muy simple. En el sistema de
Von Wright no se excluye la posibilidad de un universo vacio de
objetos, lo que no sucede en lo que él denomina "traditional cal-
culus" (*). La férmula ' UP D EP', que no es vdlida cuando se la
somete a VW (**), puede ser probada entonces en la L5gica tradi-
cional, pero no en la del autor finlandés, o, lo que es lo mismo,
dicha fdrmula no es vadlida para un universo vacio y requiere, pa-
ra serlo, la existencia de por lo menos un objeto., Su tabla deci-
soria lo deja ver claramente: cuando las propledades P y ~P son
F, esto es, cuando no existe objeto que las posea y el universo
es por tanto vacfo, ' UP D EP' es falsa."It can be regarded as a
degenerated form of 'E(PvP).,>. UP DEP' "(+), que, como se ha
visto en el ejemplo IV de la seccidén 3, supra, si es una "verdad
de la 1légica" para VW, De manera que, puede inferirse, para sa-
ber, por aplicacidén de VW, si una férmula es o no valida dentro
de la Lbégica tradicional, debe anteponérsele previamente como an-
tecedente la fdrmula 'E(P\fﬁ)’ y someter el condicional resultan-
te a las operaciones de costumbre (++).

Con QS las cosas suceden a la inversa desde 21 punto de vis-
ta del procedimiento, pero son exactamente las mismas en relacidn
a la idea de la existencia de individuos en el universo, Si
! UP D EP' es sometida a QS y se suprime el condicioral para 1la
decisidn, no es vdlida, como se vid en su lugar, y este resulta-
do coincide con el obtenido mediante VW, perc tan pronto como se
reincorpore agquel condicional su validez quedari establecida.
Quiere decir entonces que VW y QS difieren Unicamente en el tra-
tamiento de la condicidén de un universo no vacio: QS la reclama
de antemano y la introduce en la secuela de operaciones mediante

¥ 0D, 616, D 43,

#%) Véase el ejemplo III resuelto en la seccidén 3, supra.

) —Op. -ci6., D 43,

++) Este antecedente pone como condicidn suficiente de la vali-
dez de la fbérmula la existencia de P o de P.
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la construccidn de un condicional de determinada estructura,mien-
tras que VW empleza por no exigirla, pero, si se decilde a adop—
tarla, la técnica empleada es la de reformular S con el agregado
de un antecedente 'E(Pwv ~P)', donde P rcopresenta una propiedad
cualqulera, exhibida o no por S (*).

Pero aqui, como en QS, es preferible seguir =21 Cemperamento
mids pridctico de Church, ya indicado en II, 9, supra: aceptar 1la
condicidén de un universo no vacio (es decir, adoptar el punto de
vista tradicional) da igual que borrar de la tabla decisoria fi-
nal el arreglo donde se asigna F a todos los E-componentes de
las E-cuantificaciones de S. Asi, por ejemplo, en el caso de
1UP O EP', esta expresidn resulta vdlida si se borra el Gltimo
arreglo de la tabla (**), 'E(Pwv~P)!, por otro lado, no es una
"verdad de la Ldégica" en el sistema de Von Wright, pero si en
otro que dé por cilerta la existencia de por 1o menos un objeto
en el universo, como se aprecia al aplicar en la tabla respecti-
va el criterio de Church,

s El procedimiento VW, de acuerdo a lo expresado por su autor,
sb6lo es aplicable a una fdrmula monddica de primer grado "which
contains only one-place predlcates and no sentence variable and
no free individual variable" (+), lo cual, si se tomara sin mayo-

(*) Incluso esta diferencia es sbdlo aparente, Obsérvese que si
se halla la FNDP del operando '(P¥~P)' respecto a todas las pro-
pledades que exhibe S, se distribuye luego el E-cuantificador vy
se aplica finalmente la equivalencia de De Morgan, intercambian-
do cuantificadores, se llega siempre a una férmula que no es o-
tra que el antecedente A del condicional '~A(A.~C)'empleado en QS.
(**) No olvidar lo que se dijo ya, al estudiar QS, acarca de 1la
condlcién existencial o "existential import", Von Wright, a pro-
pdsito, manipula la condicidn del universo no vacio de la manera
apuntada, mientras que tr uce la condicidn existencial por una
conjuncidn de la forma .% jj «ses' (donde ‘ﬁi‘ representa

una propiedad exhibida por S), que se afiade, como nueva premisa,
a la o las de la inferencla cuya validez se trata de anallzar,
Véase al respecto el ejemplo II, resuelto en la seccidn 3, supra,.
() —Ops et b, 43
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res aclaraciones, restringiria enormemente su campo de accidn ¥y

significaria aceptar graves limitaciones a las reales posibilida-
des del método,

Pero todo hace creer que la restriccidn impuesta por Von
Wright no toma en cuenta, con toda razén, las técnicas adiciona-
les que, como en los demds procedimientos estudiados en este tra
bajo, se suelen agregar a éstos para permitir su aplicacidn a to
da clase de fdrmulas predicativas monddicas de primer grado.

De manera que VW puede hacerse extensivo a férmulas con va-
riables libres, para lo cual se cerrarid de antemano la fdrmula
dada, aplicando después una técnica reductiva a férmulas bisicas,
sea la de Quine que aparece descrita al tratar acerca de QL, sea
la de Behmann, que el autor norteamericano adscribe a su procedi
miento QM; y también a férmulas que exhiben letras proposiciona-
les, caso en el que éstas se eliminarén previamente utilizando
la misma técnica empleada por Quine en QM para las férmulas ati-
picas, o se empezard por sacar de los operandos a dichas letras
para proseguir luego en la forma de costumbre, considerdndolas,
de la misma manera que en QS, como sendos E-componentes (o cuan-
tificaciones tipicas).

En lo concerniente a férmulas que exhiben constantes indivi
duales, VW, como QS, no puede garantizar la correccidn de todos
los resultados que obtenga (*).

8. Luego de lo expuesto puede concluirse lo siguiente respecto
al procedimiento concebido por el Profesor Von Wright:

a) Tal como se presenta originalmente, VW, dada su simili-
tud con QS, comparte todas las ventajas y desventajas de
éste, llegando incluso, sin beneficio aparente, a aumen-
tar el nimero de tablas por efectuar,

b) Como era de esperar, el procedimiento VW, para ser apli-

(*) Véase II, 6, supra,
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cado con éxito a una férmula que ostenta cuantificaciones
con operandos c-inconsistentes, requiere la aclaracidn e-
fectuada en la seccidn 4, supra, y que la exposicidn ori-
ginal omite mencionar,

VW no puede ser aplicado tampoco a fdrmulas con constan-
tes individuales, y en esto no hace sino alinearse con
los tres métodos de Quine ya discutidos,

En cuanto a grado de laboriosidad su situacidn no es muy
diferentede la de los demds procedimientos decisorios, si
bien con la simplificacidén consignada en la seccidn 4, su
pra, el procedimiento original se abrevia y aclara consi-
derablemente en 1o que concierne a su ilacidn aparentey a
su puesta en prictica, Téngase muy presente que si bien el
nimero de arreglos de la tabla en la versidén simplificada
es lgual al de la primera tabla prescrita por las reglas o
riginales, en esta (Gltima no es posible utilizar conocidas
téenicas de abreviacidn (como si sucede en aquélla), pues
es imprescindible saber el resultado de todas las lineas
para poder confeccionar la segunda y definitiva tabla,

Modificado en sus reglas, a las que habrd necesidad de in-
corporar alguna técnica de reduccidn a férmulas bdsicas, ¥y
habida cuenta de la importante adicidn de Church acerca de
la existencia o no de objetos en el universo, VW es un pro
cedimiento més directo y menos afectado que QL, pero mds
laborioso y menos elegante que QM,
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El procedimiento Bernays-Schonfinkel

Paul Bernays y Moses Schdnfinkel, en el importantisimo ar-
ticulo "Zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik", apa-
recido en Mathematische Annalen, tomo 99 (1928), pp. 342/372,pr3
ponen un procedimiento decisorio para férmulas monddicas de pri-
mer grado que se caracteriza principalmente, a diferencia de los
ya estudiados, por introducir como nociones capltales 1las de
"dominio de individuos" ("Individuenbereich") y "determinacién
del nlmero de individuos que ha de poseer un dominio" ("Anzahl-
bestimmung" ).

Las variables individuales de una férmula monddica toman va
lores de un dominio de individuos bien definido, A toda fdérmula
de esa especle, una vez reemplazadas sus variables individuales
por una combinacidn cualquiera de elementos de dicho dominio, le
habrd de corresponder uno de los valores Verdadero o Falso, Cuan
do el valor resulta ser V para todas las combinaclones de indivi
duos de un dominio D cualquiera, se dice que la férmula es D-va-
1ida en o para ese dominio, Y si la férmula resulta ser valida
en o para cualquier dominio, se dird que es universalmente v4li-
da o, como se la ha llamado hasta aqu{, vdlida o l-verdadera. Co
mo todo dominio de individuos bien definido sdlo lo es, para e-
fecto de este procedimiento, por el nimero cardinal que correspon
de a su dimensidn, se puede hablar de un dominio con r miembros o
r-dominio y, por lo tanto, de r-validez (r 2 1).

Los autorzs empilezan describiendo el procedimiento para de-
terminar algoritmicamente la r-validez de una férmula monidica
cerrada cualqulera, donde r es un nimero finito dado (*), y pro-

(*) "...zgegebene endlichen Anzahl..," (Op. cilt., p. 352).
6.1
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ceden luego a ampliarlo para un dominio cualquiera, finito o in-
finito,

La seccidn que sigue trata de aquél, mientras que la seccidn
3 se ocupa de la citada ampliacidn,

2 Sean 2135355 83 se0eee 84, los individuos de un dominio fi

=
nito D . Segin Bernays y Schonfinkel la operacidn del cuantifica
dor universal '(x)' sobre su respectivo operando '@x' es equiva-
lente ("gleichbedeutend") a unir mediante conjuncidn todas  las
expresiones que resultan de substituir ordenadamente cada 'x! de
'@gx! por cada uno de los elementos del dominio [a1 SR ar],

y la del operador existencial '(¥x)' equivalente asimismo a unir
con disyuncidn expresiones obtenidas mediante una substitucidn
similar, De esta manera es posible "eliminar" todos los cuantifi
cadores que una fdrmula exhibe,

Por otro lado, sl 'ax' es una férmula predicativa elemental
y 'a! una letra o variable predicativa, al ser reemplazada i
de la manera antedicha por r elementos ’ai', se obterndrin las ex
presiones 'aa]l, ‘aagg.......,‘aar', cada una de las cuales, tan
pronto como 'a' es reemplazada por un predicado determinado, es
una proposicidn determinada, con un determinado valor V o Baovy,
a la inversa, como afirman aquellos autores, cada asignacidén po-
sible de valores V o F a cada expresidn 'aa; ' determina la carac
teristica tabular ("Wertverlauf") de 'ax'. Segin estc es posible
obtener, en vez de 'ax', r valores independlentes el uno del o-
tro (*).

Es asi como una férmula moniddica S puede ser reducida a una
truth-function S' compuesta de expresiones de la forma ‘'aal!, y
entonces la validez de S para un dominio dado de r individuos,es

(*) Loe, cit,
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decir, su r-valldez, equivale al caricter tautoldgico de dicha
truth-function S!', cuyo origen ya se indicd, y es por tanto de-
cldible mediante el uso de la tabla de valores (*).

Estas ldeas sirven de fundamento a las instrucclones que
constituyen el procedimliento BS (**) para la r-validez y que son
las siguientes:

a) Sea S una férmula monidica cerrada, sin signo de igual-
dad ni constantes individuales ni letras proposicionales,
¥y r el nimero de individuos de un dominio D dado,

b) Substitlyase en S cada cuantificacidn de la forma ’(E)ﬁx’

por la canjuncidn 'ﬁaj. Qag.......ﬁa 0, en otras pala

1
r i ]
bras, eliminense los cuantificadores universales de S.

c) Substitiyase en S cada cuantificacidén de la forma!'(Zx)@x!
por la disyuncidn'fa,v Pa W .eea ¥ Pat, es decir, elimf

nense los cuantificadores existenclales de S ().

d) Evalese tabularmente la truth-function S! a la que se
ha reducido S,

e) S es r-vdlida o vidlida para el dominio D si y sélo si S!
es tautoldgica,

Siguen algunos senclllos ejemplos,

(*) "Die Allgemeingliltigkeit der vorgelegten Formel fiir eine
gegebene Anzahl n von Individuen i1st somit gleichbedeutend mit
der Allgemeingiltigkeilt einer Aussagenformel, und fiir diese
Kbnn?n wir die Frage der Allgemeingiltigkeit entscheiden", (Loc,
(b o

(**) Con estas letras seri mencionado en lo sucesivo el proce-
dimiento de Bernays y Schodnfinkel.,

(*+) Cuando las cuantificaciones de S son simples es ficil y
muy conveniente eliminar todos los cuantificadores, universales
y exlstenciales, en una sola operacidn, Téngase presente, por o-
tro lado, que nada obsta para gue en '@x' aparezecan otras cuan-
tificaciones con distintas variables,
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I) ()b (Fx ){gx D £x) S
Para r = 3, S' serd
fasfhife, = 18 5 Ta, N .eb D Phy W .2 fo ()

rk 3

La tabla poseerd 2, esto es, 2 X2 _ 64 11ineas o arreglos,

de modo gque en este caso (y en todos los que se resuelvan
mediante BS) resulta recomendable en grado sumo 1la reduc-
cidén de S' a sus formas mids simples mediante la aplicacidn
de conoecidas reglas de Lbgica proposicional,En el caso pre-
sente se elimina 'S ', obteniéndose asi la truth function

~nfaVafbVafeYagaVfaVagh VIby ageV fe ,
visiblemente tautoldbgica, y por tanto S es 3-vdlida,es de-
cir, valida en un dominio compuesto por tres individuos,

I1) (x)[fx D (Fy)(fy> gy)] S
Se trata de saber si S es 3-vdlida, como en el ejemplo ante
rior, Utilizando tres constantes de substitucidén y eliminan
do primero el cuantificador universal se tiene

faD (Fy)(fy D gy).fb> (Fy)(fy > ey).fc > (Fy)(fy> gy) ,

que, al suprimirse el cuantificador existencial, se trans-
forma en

faD (fa Dgasy.foDgb.y.feDge ). fbD (fadga.n. fbDghv.fe 3ge),
«fe3(fadga,v.fbDdgb,vefedge)., .8
Eliminando ' 2 ' y recurriendo a la regla de distribucidn
se llega a
afaenfbenfe,V s(afaygavarbV. gbV afecvge) ,

que se reduce, por absorcidén y simplificacidn, a

(*) Se usan aqui y se usardn en lo sucesivo las letras a,b,C,...;
en vez de 345 855 83s0eees, POT razones de comodidad,
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~fa¥ ga¥ ~fo¥ zbV ~fcV ge ,

en manera alguna tautoldgica., S no es 3-vilida,

La insuficiencia de las reglas mencionadas es evidente;pues,
como afirman sus autores, "kSnnen wir ja auch nicht fiir jede en-
dliche Individuenzahl die entsprechende Aussagenformel auf ihre
Richtigkeit priufen" (*). Asi es, en efecto, porque si se piensa
en generalizar la nocldn de r-validez para llegar a la de vali-
dez universal, es decir, validez en un dominio eualquiera, no .es
posible imaginar siquiera que el camino adecuado sea el de demos
trar la validez de una fbérmula S demostrando su 1-validez, 2-va-
1ideZ, 44000005 ¥a qQue el nimero de dominios finiltos es imposible
de agotar,

De alll el origen e importancia del teorema debido a Bernays
y Schonfinkel, que puede enunciarse asi: si k es el néimero de lg-
tras predicativas que exhibe una fdérmula monddica de primer gra-
do, ésta es vdlida para todo dominio de individuos si y sdlo si
lo es para un dominio compuesto por 2k individuos (**), La demos
tracibdn, que no es aqui pertinente, corre en las piginas 353-355
del articulo mencionado (+).

Con este agregado, el procedimiento BS, entendido ahora co-
mo algoritmo para decidir acerca de la validez universal o l-ver
dad de fdérmulas predicativas monddicas de primer grado, se compo
ne de las sigulentes reglas o instruccilones:

*) 0D, bit., p. 350,

**) "Ist k die Anzahl der in einer Formel von der betrachteten
Art vorkommenden Pradikatenvariablen, so ist dle Formel allge-
meingliltig fir jeden Individuenbereich, falls sie fiir einen Be-
reich von 2K Individuen allgemeingiiltig ist." (Loec., cit.).

(+) Pueden verse también las versiones de Hilbert-Ackermann
(Logica Tedrica, pp. 148-147) y de Church (Introduction,p. 253).
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b)

e)
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Sea S una fdérmula cerrada, sin igualdad, de la especile in
dicada, que puede eventualmente exhlbir letras proposicilo
nales y/o constantes individuales (*), y k el naimero de
sus letras predicativas,

Substitiyase en S toda cuantificacidén de la forma '(x)@x!

por la conjuncidn 'Qa1. ﬁag......ﬂa en la que cada

1

E
21{
componente resulta de reemplazar 'x' por 'ai’ en 1gx?
Substitiyase en S toda cuantificacién de la forma '(Fx)@x!

por la disyuncidn 'Pa ¥ ﬁagv eese.V fa !, obtenida de
2

manera similar a la indicada en el inciso anterior,

Procédase a resolver la tabla de valores para la truth-

function S!' a que se ha reducido S,

S es vdlida para todo dominio de individuos si y sélo si
S!' es tautoldgica.

En esta seccidén se ofrecen algunos ejemplos que servirdn pa-

ra llustrar diversos matices propios de la aplicacidn de BS,

I)

(Fx)rx, (Ex)gx. D . (3x) (£xXV gx) S

Se trata de saber si S es vdlido o l-verdadero, De acuerdo

al teorema expuesto, la validez universal de S equivale a su

2k-validez, de modo que la clase de las constantes de substi

tucidn deberd poseer cuatro elementos, Eliminando los cuanti

ficadores se obtiene

(fay frV fey¥ rd), (gaV gbV¥ geVgd). D .(faV ga)

V (fbV gb)V (feV¥ ge)V (£dV gd) . St

(*)

La aparicién de letras proposicionales y/o constantes indi-
viduales, no prevista explicitamente en el articulo citado, en
nada impide la aplicacidn correcta de BS, Las m constantes indi-
viduales que S exhlbe deben pertenecer a las 2k constantes reque-
ridas, y si m 2 2K el dominio de las constantes de reemplazo ha-
bré de ser {8 ;4000058 pseseessa e

2
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Eliminando ahora '=' y reordenando los Gltimos componentes de
la disyuncidn se llega a

~(favfov fcy fd)V ~(gav gbv gecygd)
v(fav fbVv fev £fd) v(gavgbVegeV gd),

que es tautoldgica. S, entonces, es l-verdadera, o universal
mente vilida, como acostumbran decir Bernays y Schdnfinkel.

II) (Ex)gx, (x) (fx D gx),.(x)(8xD hx),> .(3x)(hx.~fx) S

El dominio D sera (a,b,c,d,e,1,j,1} pues k = 3, S', obteni-
da como de costumbre, es

(za veb vzcved veeygivgivegl).(fadga).(fbDgb).(feDge).
.(fdDgd).(fe>ge). (f1Dgl). (£iDg]).(f1Dgl).(gadha),
.(gb >hb).(gec Dhe).,gd>hd).(ge Dhe). (g1 hi).(gj>hi).
(31>hl).D.(haenfa) V(hb,afb) V (hecoafe) Vv (hd.~Afd) ¥ (he.~fe)
v (hl.of1 ) v{hicntd) ¥Rl duid).
kx2¥ _3x8 2
La tabla debe poseer 2 28 =2 " lineas o arreglos, S

serd vdlido si y sblo si ninguno de ellos resulta ser falso,

III) (x)lex DBy )igy (2)gzl) - S

Eliminando '(x)' :

fa > (Ty) [ay >(2)gz]. 10 > (3y) ley D(2)gz].
e D(8y) gy >(z)gz].fa > (dy) gy D(z)ez] S,

Eliminando '(dy)' :
fa o [g2=(z)82.vegb> (2)gz.Vege D(z)gz.v.gd D(z)gz].
b > . [ga>(z)gz.v.gbD(2z)gz.V.g8c D (2)g2.v.842 (2)gz].

fe D [ga=(z)gz.V.gbD(2z)gz.Vege 2(2)gz.v.28d D(2)gz].
fd. D [gaD(z)gz.vegbD(2)gz.vege D(2)gz.vegdD(z)gz] S

Eliminando, por Gltimo, '(z)' :
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fae DO o (B2 D +82.8be2C.28d)V (8be > «B2e8begCegA)

V (8Ce D .82.8b.8c.8d)V (8ds D «82.8b.8Ce8d),

:fby D J(22¢ D .Ba.gb.gc.gd)V (gb. D .g2.8begc.gd)
V(8ce D .ga.gb.gc.gd)V (8de = .82.8begC.Ed).

17C. O (880 DO 22.8b.8Ced)V (g8be D JBa.8begc.8d)
V (gce D .g2.8b.8c.23)V (28ds D 8a.8beBCesd)e

:fd, 2 .(8a. D .82.8b.2c.g8d)V (8be D .Ba.8begc.gd)
Vv(ge. D .ga.gb.gc.gd)V (gde O .ga.gb.gc.gd) S

Aplicando el principio de distribucién luego de haber eliml
nado ' =¥! se obtiene la expresidn

mfa.mfb.mfc.mfd.v.n.vga.\/.gb.gC.gd.V.Ngbovoga--gcngd.vv‘agc
V.ga.2b.2dV.~gd.V.ga.gb.8¢C ,

equivalente a S', que es tautoldgica. Por ello S es vdlida(*).

IV) (x)(y)(82) (fxDgz.2 .fxDgy)

A diferencia de los ejemplos anteriores, en éste se van a
eliminar los cuantificadores yendo de "dentro a afuera", em
pezando de esta manera por '(HEz)'.

(X)(Y)Efx Dgas Dafx Dy IV ‘-(f‘x Db fx D)
\ B (xDge. o .fx Dgy)V SR (£x Ogd, D.7x Dgy)]

Eliminando luego '(y)!' :

(x)[(fxDga.D .fx Oga)V(fx Dgb, D.fx OgaV(fx Dge. D.fx Dga)

V(fxDegds DafxDea)

(FXDga. = «Tx Dgb M(Fx Ogbe D+ £x Dgb W(fx Dge. D fxDghb)

V(fx Dgd, D .fx Dgb)

« (£x Dgas D fxOge )V (£x Dgb, D.fx Dge NW(£x Dge. D.fxDge)

V(X Dad, Dt Dge)

W (FXDga, Dofx Dgd)V(fx Dgbe Do fx Dgd)V(fx Dgce DX Dgd)
Vv(fx Dgd, 2.fx 2gd)1s,

(*) Repdrese en lo que facilitarid la aplicacidén de BS la incor-
poracidén de una técnica reductiva cualquiera, la de Behmann, por
ejemplo, S, en el ejemplo del texto, se reduciria a la férmula
bdsica '(Ex)fx. > .(x)gx D(x)gx', que incluso es c¢-vdlida,
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Eliminando finalmente '(x)' y desarrollando como conjuncidn
sblo el primer k-componente del operando:

(fa o ga. >.fa>Dgav(fadgb, D.fa Dga)v(fa dge, D.fa Dga)

: v(faDdgd. D.fa Dga)

«(fb D ga. D.fb Dga)y(fb Dgb, D.fb 2ga)V(fb dge, D.fb Dga)
V(fb Dgd. D .fb Dga)

.(fc D ga, D.fc Dgaly(fe Dgb, D.fc Dgaly(fc dge. D.fec Dga)
V(fec Dgd, D.fc Dga)

(fd Dga.D.fd Dga)\(fd Dgb, D.fd Dga)v(fd Dge. D.fd Dga)
v(fd Dgd, > fdDga)

Obsérvese que los d-componentes iniciales de cada k-compo-
nente son tautoldgicos y lo es por tanto cada una de las
cuatro disyunciones que conforman la expresidn, que serd
asi tautoldgica. Si se desarrollan los otros tres k-compo-
nentes del operando de S, se dard la misma situacidn para
10X JEhe DX Deghhi X DRE B IX D go Y1 X% Dgd, D% Dgdty

Por lo tanto la truth-function S' habri de ser tautolégica
v S viilca,

V) (X} FPxepe 5 (TT)(EZ, Sf¥sp)] (%) S
Eliminando '(x)':

[Paipe Do {TF)(82: DefViD) )l fbibe D (T ) (2D D LT sD)
slfCDa DT MHEBC D Eyep) Jalfdin,s 2.8y ) (pd, o Ty 0l

Eliminando '(@y)':

[fa,pe D4 (g2, D.f2.p)W(g2: > ofb.p)V{ga. D .fc.p)V(ga, D.fd.p)]
«[fbepe D e(gb. D.fa.p)V(gbe Dofb.p)\Agb. D.fecopV(gb. o.fd.p)]
[feep. = o(ge. Dufa.p\(gCe D Thep)V(BC. D.feepV(ge. D.fd.p)]
«[fdeps Defgd. Defa.p)V(gd. D fb.D)V(2d, Defe D}V 8ds D.fd.p)] S!

(*) De Quine, Métodos, p. 265.
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Puede apreclarse que,en el primer k-componente de S',!fa,p!
no puede ser V cuando 'ga, D.,fa,p!' es F, y por lo tanto
dicho k-componente es tautoldgico, Lo mismo sucede con
'fbepe D2:gb, D.fb.p! en el segundo k-componente de S!', con
1fc.Ps DiEC. Dafcep! en el tercero y con 'fd.p., D:gd, D .10, p°
en el cuarto, En consecuencia, S' es tautoldgico y S valido,

VI) (x)(fxVgy). D .fey gy S{*)

Cerrando S:

(y)[(x)(fog.y). > feyeyl
Eliminando '(y)':

[(x)(fxyega). D.feVgal. [(x)(fx Vegb)., >.fcVgb]
L(x)(fx¥ ge)e DefeYgel [(x)(fxY¥ gd). D.feVgd]

Eliminando '(x)!':

favga,fbV¥ga,fev ga,fd¥ga, D.fcv¥ga
.faV gb,fbV gb,fcV gb,fd¥ gb, o.fcV gb
.faVy ge.fby ge.feVge,fdV gd, D.fcV ge
faVgd,fb¥ gd,feV gd,fdV gd, n.feVgd . St

Como todos los k-componentes de S!' son manifiestamente tau-
toldgieos, S' también lo es y S es valida,

B Las siguientes son las apreciaciones que pueden efectuarse
a propdsito del procedimiento de Bernays y Schonfinkel, sobre
la base de lo visto en el presente capitulo:

a) E1l procedimiento BS es excepclonalmente directo, es de-
cir, no obliga a operaciones que no estén inmediatamen-
te vinculadas al objetivo perseguldo o que no sean de
la misma especie. Toda la técnica consiste en ir reem-
plazando metddicamente cuantificaciones por truth-func-

(*) De Copi, Symbolic Logic, p. 99.



b)

c)

d)

6.11

tions hasta conseguir la desaparicidn total de ios cuan-
tificadores, con lo que se da paso a la aplicacidn de
las tablas de valores.

A pesar de ello las reglas de BS no impiden una complica
c¢idn progresivamente creciente de la férmula tratada,que
depende en mucho del nimero y posicidén de los cuantifica
dores que figuran en ella, Cuando sea o exhiba una cuan-
tificacidén compleja de mddica dificultad, su reduccidn a
S! resultard casi siempre revesada y escabrosa, y debe
esperarse que formen parte de su tabla final un elevado
nimero de arreglos,

Existe otro inconveniente en el empleo de BS, y es el de
comprobar cdmo a medida que se va avanzando hacia la so-
lucidn, las cosas tlenden inexorablemente a complicarse
cada vez mds. Uno de los factores que mas cuenta en 1la
solucién de problemas es ver cdémo se va despejando el ho
rizonte durante el proceso, y ello estimula ;v permite re
doblar los esfuerzos en procura de la meta, 7Zn BS tal co
sa no ocurre, y la férmula inicial es substi-uida sin
pausa alguna, a través de toda la operacidn, por otras
cada vez mias complicadas y extensas, que puelen llegar a
ser muchas veces de diffcil manejo. Quien trate de saber
si es vdlida la férmula '(3x)(Hy)(z)(fx Dgx. D.fy ogz)!',
que apenas tiene dos letras predicativas, tendrd idea de
1o que se trata de decir en este inciso,

Es posible abreviar o acortar el proceso a que obliga BS
(como se ha ilustrado mediante los ejemplos IV y V de la
seceidn 4, supra), pero, aparte de la impropiedad tedri-
ca que significa dicha abreviacidn por tratarse de una

téenica no algoritmica, como ya se vié en III.7, inc. g,
supra, la ventaja alcanzada no es mucha, pues en una for
ma o en otra debe contarse slempre con la presencla de
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la reduecida S!', Siempre queda, sin embargo, cuando se
trate de férmulas complejas, la posibilidad de incorpo-
rar a BS alguna de las técnicas reductivas o depuradoras
que se han descrito en los capitulos anteriores, a costa
de la rectilineidad tan peculiar que dlstingue a BS,(Véa
se al respecto la nota al ejemplo III de la seccldn 4,

supra),

e) La blisqueda de alguna abreviacidn de BS es especialmente
seductora y mucho podria especularse sobre una eventual
disminucidén del nimero de elementos de reemplczo, con la
consiguiente simplificacidn de la reducida S' y de su ta
bla de valores, pero es preciso indicar que el camino es
t4 totalmente cerrado en esa direccidn: apelar al reem-
plazo por un numero de individuos menor que 2k significa
ria violar el principio mismo de BS y estar aplicando un
procedimlento declsorio radicalmente distinto, basado en
otros principios., Halberstadt, Modern Logic, §38, 1logra
una abreviacidn del estilo mencionado, pero sblo para
condicionales en cuyo antecedente figuren "two or more
existentially quantified premises and one or more univer
sally quantified premises", suponiéndose ademis, por los
ejemplos que utiliza, que han de tener por consecuente
una sola cuantificacidén (*). Las limitaciones son tan e-
videntes - ni siquiera basta para resolver férmulas como
"(Ex)fx S(x)fx!' o '"(x)fx V(x)fX. D (x)(fx\/2zx)' - que
no es posible considerar como abreviaeldn real de BS 1la
varlante de Halberstadt.

f) El procedimlento BS, a pesar de su claridad y facilidad
de ensefianza, ofrece, como se ha visto en 1los incisos an
terlores, serios reparos que reducen en grado apreciable
las posibilidades de su aplicacidn.

(*) Uno de los ejemplos que incluye hace pensar que también pue-
den trayarse abreviadamente condicionales en cuyo antecedente fi-
guren sdlo dos ¢ mids E-cuantificaciones.
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El procedimliento declsorlo de Kleene

El Profesor Stephen Cole Kleene, en su Introduction to Meta-
mathematics, § 36, explica lo que é1 denomina un "finitary valua-
tion procedure" para determinar cudles fdrmulas son l-verdaderas
"whatever predicate each predicate letter represents, and also,in
view of the generality interpretation of the free individual va-
riables, whatever object from the object domain each free indivi-
dual varlable represents" (*). Como se verd en lo que sigue, la
idea en que se basa este procedlmiento se halla estrechamente vin
culada con el primeipio de aquél de Bernays y Schonfinkel estudia
do en el capitulo anterior.

Es preciso, para poner en marcha el procedimiento de Kleene,
elegir antes gue nada un entero positivo r, que corresponde al
nimero de dintintos objetos que constituyen el dominio de la va-
riable o de las varlables individuales de una fdérmula ‘dada, los
mismos que llevardn los nimeros 1,2, ........sr. Estos nimeros, co-
mo es obvio, serdn los valores que asumen dichas variables, Una
vez fljado r se construirid una tabla de valores para la férmula S
(cuya validez se investiga) en la forma que luego se explicard, y
¢i, para un r dado, S resulta c-vdlids en cilertas condiciones,tam
bién serd vdlida o ldéglcamente verdadera en un dominio compuesto
de r objetos, o, como también se dice, r-vilida,

;Cudndo, entonces, sera l-verdadera en el ampllo sentido en
que este término se ha venido usando hasta aqui? sCuando r = =%
Ello no es posible, no sdlo por la imposibilidad de constru}r la
tabla respectiva, sino también porque en ese caso el procedimien-
to de Kleene no seria "finitary", tal como é1 mismo lo caracteri-

(*) Xleene, Metamathematics, p. 168.

T
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za, La solucidn obvia estd en agregar el enunciado debldo a Ber-
nays y Schdénfinkel, ya conocido (*), valedero Unicamente para for-
mulas predicativas monddicas de primer grado, de acuerdo al cual
una de éstas serd universalmente vdlida o vdlida para un dominio
cualquiera si y sdlo si lo es en o para un dominio con 23 elemen-
tos (k = ndmero de letras predicativas) (**).

2 La idea basica del procedimiento de Kleene es novedosa y muy
interesante. Una fdérmula predicativa elemental n-ddica (+) difie-
re de una letra proposicional "in that it represents not a propo-
sition but rather a propositional function of n variables, 1i.e.,
a function which takes a proposition as value for each set of va-
lues of the attached variables" (++)., Es decir, que 'a(x,y)', por
ejemplo, es una funcidn diddica que adopta como valor, para cada
par de valores de 'x!' e 'y', una proposicidén, y 'a(x)!' una fun-
cidén moniddica cuyo valor, para cada valor de 'x', es también una
proposicidén., De manera que una fé4rmula predicativa elemental no
puede ser substitufda directamente por V o F (valores proposicio-
nales), sino por funciones de n variables sobre un dominio
{1,2000es.5}, ¥ Gnicamente las proposiciones que adopten como va=
lor dichas funciones para los diversos valores de sus argumentos

(%) Véase VI. 3, supra,

(**) Como toda referencia a un dominio cualquiera (que puede ser
infinito) es inadmisible tratdndose de procedimlentos finitarios,
"which employ only intuitively conceivable objects and performa-
ble processes" (op. eit,, p. 63), es explicable que nada aparez-
ca en Metamathematics acerca de este afiadido, sobre todo si "to
stablish metamathematically the consistency of the predicate cal-
culus" (op, cit.,, p. 168), que es lo que Kleene persigue a esta
altura de su libro, le basta la nocidn de r-validez, Pero nada im
plde, abandonando el finitarismo y recurriendo al teorema de Ber-
nays y Schonfinkel, aplicar el procedimiento de Kleene, con las
naturales adiciones, para determinar la validez universal de una
férmula; y sblo en este sentido amplio se tratard de aquél en las
secclones siguilentes,

(+) "....a predicate letter with n attached variables..." (op.
elt. ., p. 1689

(++) Loec, cit,
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podrin a su vez adoptar los valores V o F, Kleene denomina a estas
funciones "logical functions of n variables over the domain of r
objeets (*).

n

Para cada fdérmula elemental habrd entonces 2(r ) funciones de
esta naturaleza. Como en lo sucesivo sdlo se tratarid de letras pre
dicativas monddicas (n = 1), a cada férmula predicativa elemental

’, ? ’

corresponderan 2(r ), esto es, 2¥ funciones logicas o l-funciones
1y (x), como serdn llamadas a partir de aqui, que adoptardn el va-
lor V o F para cada uno de 108 valores 1,......50°s Que asuma !x!

(**).

Ahora bien: el procedimiento de Kleene consiste en la confec-
cién de una tabla de valores para S, que representa una férmula mo
niddica de primer grado, en la que pueden figurar también letras
proposicionales y/o variables libres y/o constantes individuales
(+). Habri en dicha tabla columnas de referencia para las letras
proposicionales, para las variables libres y para cada una de las
férmulas elementales que S exhiba, Los valores asignados a las le-
tras proposicionales serén, como de costumbre, V y F; en la colum-
na de una variable libre apareceridn los Ek elementos del dominio
requerido para la validez universal de S; en la de una constante
individual sdlo un elemento de dicho dominio; y en la de una férmg

k
la elemental las 2(2 ) l-funciones que le corresporidan, Antes de
proceder a la consumacidn de la tabla es preciso determinar, median
te subtablas ad hoec, los valores de las 11(x) en funcién de 1los

EK valores (elementos) que constituyan el dominio de 'x!',

(*) Op. €1it.; D.. 160,
(**) Como en @odo lo que sigue sdlo se tratard de la validez uni-
versal, r sera ligual a Ek, ¥, por tanto, el numero de l-funciones

para cada fdérmula monddica elemental seréd 2(2 .

(+) En todo lo concerniente a la aplicacidén del procedimiento de

Kleene a fdrmulas con constantes individuales y las reglas perti-

nentes, la responsabllidad recae exclusivamente en el autor de es-
ta tesis,
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Se establecen los ‘valores de cada linea o arrsglo con el auxi
lio de 1las siguientes instrucciones:

a) Si en una linea o arreglo,'li(x)' es V para todos los valo
res que asume 'x', !'(x)ox' es también V en dicha 1linea,pe-
ro si !li(x)‘ es F por lo menos para un valor de 'x!,
'li(e)’ por ejemplo, !'(x)ax! es F,

b) Si en una linea o arreglo,’li(x)‘ es V por lo menos para
un valor de 'x', '(¥x)ax! es V en dicha linea, pero si
'li(x)‘ es F para todos los valores de 'x!', !'(Hx)ax' es F
en dicha linea,

¢) Si S exhibe una férmula elemental 'ax' y una férmula ele-
mental con constante individual 'aj'!, el valor de esta Gl-
tima, en una linea cualqulera, es el que tenga 'li(j)' en
la subtabla respectiva, Si S exhibe 'aj' pero no 'ax', sb6-
lo le corresponderdn a 'aj' dos funciones 11(j) y 12(j),
V y F, respectivamente.

d) Si 'gx' es el operando de una cuantificacidn bdsica ¥y en
€l aparecen por lo menos una férmula predicativa elemental
¥y una conectiva, !'(x)@x' es V en una linea o arreglo si y
sbélo si, substitufdos los componentes ’aix' por las l-fun-
clones que les corresponden en dicha linea, !¥x' es V para
todos los valores que en aquéllas puede asumi- 'x!, v
'(Ex)@x' es V 81 y sblo s1 '@gx!' es V por 1o mechos para una
de las poslbles asignaciones de valores & las respectivas
l1-funciones. Si en !'@x!' aparecen letras proposicionales u
otros componentes que no sean fbérmulas elemensales, la si-
tuacidn no cambia, teniendo en cuenta gue los valores para
cada uno de estos componentes se asigna en dicha linea de
la manera usual,

S es l-verdadera o universalmente vilida si y sdélo si todas
las 1lineas o arreglos de su tabla son V,
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La seccidn siguiente estd dedicada a 1a solucidn, efectuada

con todo detalle, de varios ejemplos, y es de confiar que lo expli

cado en ella baste para aclarar suficientemente la téenica deciso-

ria, ampliada para la validez universal, debida al Profesor Kleene,

e L)

Se trata, em este primer ejemplo, de saber si la férmula
(x)}fx D(8x)fx (8)

es o0 no vilida. Para ello es necesario, de acuerdo a lo dicho,
confecclonar su tabla, pero antes es preciso establecer 1los
valores que adoptan las 1-funciones que han de aparecer en la
columna de referencla para el dominio (1,2,......,7}.

En S aparecen dos cuantificaciones basicas, pero sbélo una fé;
mula elemental, que es !'fx!, A 'fx! corresponden 2% funcio-
nes 1i(x) que adoptarin los valores V o F para cada valor
152,.0004.,7, que asuma 'x', De acuerdo al teorema de Bernays
y Schonfinkel, si se quiere determinar la validez o 1-verdad
de S es necesario que r = Ek, donde k, como se convino, es
el nimero de letras predicativas que aparecen en S. Como en
este ejemplo k = 1, r =21 &2, y se tendrdn oF = 22 = 4
funciones 1i(x), para las cuales debe construirse la siguien-
te subtabla:

% ]11(x) 12(x) 13(x) 14(x)

11V v F F (1)
2 {v F v F

Como no hay otras l-funciones ni existen otros componentes de
S que deban figurar en la columna de referencia de la tabla
final o decisoria, ésta serd

£ (x)fx = (Ix)Ffx
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ILa V o F de cada uno de los arreglos se determina teniendo
siempre en cuenta la subtabla (i), como se aprecia en seguilda,
Examinese el primer arreglo, 111(x)‘ es V tanto para x = 1 co
mo para X = 2 en dicha subtabla, Por lo tanto !'fx! es V para
todo valor de 'x' en el dominio {1,2}, y tanto !'(x)fx' como
1(dx)fx' son entonces V de acuerdo a 2, supra, S se reduce a-
s{ en el primer arreglo a V DV y finalmente a V.,

En el segundo arreglo se aprecia que 'lg(x)‘ es V cuando x= 1,
pero F cuando x = 2, '(x)fx' serd F, de acuerdo a lo enuncia-
do en la seccidn 2, supra, y '(#@x)fx' V. El arreglo tendrd en
consecuencia el valor F 2V, esto es, V, El tercer arreglo
es 1gual que el segundo, y en el cuarto la Gnica mudanza es

la falsedad del consecuente de S, puesto que al no ser verda-
dera '1,(x)' para ningln valor de 'x', '(Hx)fx' tendria que
ser F, con 1o cual el valor del arreglo es FDF, esto es, V,

La tabla final de S, una vez efectuada, es

fx (Era T (Hx)Ex
G, (X H— Vil
12(x) F V V
13(x) F AP
1,(x)| F s H :

Como todos los arreglos son V, S es vAdlida o l-verdadera,

El segundo ejemplo consiste en la determinacidén de la l-verdad
de una férmula monddica en la que aparecen letras proposicilo-
nales,

(X)lfx Dpleem itk )fx' S S

'p! puede asumir dos valores: V y F, !fx' debe tener p¥ 1-fun-
clones substitutorias, y como r = 21, éstas serdn cuatro, La
tabla tiene entonces 2 x 4 arreglos y, una vez resuelta, es
la siguiente:
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pfx (x)(fxDple = .(Ix)EX¥ D p
Vi(x)| Vv vV v VvV
v 12(x) v View VvV
V 1y(x)| V W VvV
v la(x) v v oon VvV
Pl (x)® Ty F F
F 1,(x)| F e V FF
F1l,(x)| F e FF
F1,(x)! Vv ViR V F

No hace falta, para la debida comprensidén de esta tabla, sino
el anidlisis del primer y sexto arreglo,

a) La subtabla de las l-funciones substitutorlas de 'fx!' es
la misma que la del arreglo anterior:

x | 11(x) 12(x) 13(x) 14(x)

1 v v F B
2 Vv F v F

Se establece el valor de '(x)(fx Dp)' en el primer arre-
glo construyendo una tabla auxiliar para '(fx 3 p)', una
vez reemplazada 'fx!' por la l-funcidn que le corresponde
en ese arreglo, como se hace en segulda:

11(x) P | 11(}1) B
v v l v
v v v

TA(1)

Los valores de 11(x) gaon los de la respectiva subtabla y

el de 'p! el del arreglo correspondiente, en este caso el

primero, Como '(fx D p)' resulta verdadero en todos sus a-
rreglos, '(x)(fx Dp)! es V en el primer arreglo de la ta-
®la principal.

'(Ex)fx' serid también V pues 11(x) es V para los dos valo-
res posibles de 'x!, como se aprecia en la subtabla de di-
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cha funcidn,
La expresidon 'V, = ,V D V' a que se ha reducido S en este

arreglo da V como resultado final,

b) La tabla auxiliar para '(x)(fx Dp)' en el sexto arreglo
es

le(x) o t 12(3{) P
v F F
F F v

Y, como se aprecla en ella que existe por lo menos una 1%-
nea que va a parar a F, '(x)(fx Dp)! es F. '(Hx)fx' es V,
Resolviendo la expresién 'F, = .,V DF', reducida de S, se
llega a V, como en el primer arreglo.

El andlisls de las seils lineas restantes es similar y la ta-
bla filnal arroja V en todos sus arreglos., S, por tanto, es
l-verdadera,

III) Se va a decidir a continuacidn acerca de la validez o 1-verdad
de una fdérmula compuesta de cuantificaciones badsicas, letras
proposicionales y variables libres, Sea S la férmula

{xllo = Dnla aafyan

Su correspondiente tabla exhibird 4 x 2 x 2 arreglos, pues
'fx!' se habrd de substituir por 0
e 'y! por 1 y 2, los dos Gnicos elementos del dominio r, de

l-funciones, 'p!' por V y F,

manera que su estructura es
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a) El andlisis de !'(p D fx)! en el primer arreglo, utilizando
para las l-funciones la misma subtabla usada en los ejem-
plos anteriores, conduce a la siguiente tabla auxiliar:

P 1,(x)pD1,(x)
vV v v
vV v v

'(x)(p D fx)!' es por lo tanto V. 'afy!, por su parte, debe
ser reemplazada por 'Nl1(1)' y serd entonces F, puesto que,
en virtud de la subtabla respectiva, ‘11(3)‘ es V, Asi que

da S reduclda a la expresidn 'V,y ,F,V!, cuyo resultado £l
nal es V,

b) En el segundo arreglo ’(x)(p::fx)‘ es F, puesto que, en 1la
tabla auxiliar respectiva, el arreglo 'p=1_(2)' es F, y
'~fy' también lo es, ya que, siendo V '1_(13', su negacidn
serd F, lLa réducida de 8, 'F.v.F.V!', resfilta ser a la pos-
tre F,

No es necesario proseguir, pues al aparecer un arreglo F en
su tabla decisoria final, S no puede ser vdlida,
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(x)(fx-T3fa) . (Fx)fx, =5 . fa S

La constante individual 'a'! que aparece en S representa uno

cualquiera de los elementos del dominio (1,2} requerido para

determinar la validez universal de S. La tabla tendri sdlo

cuatro arreglos, pues el numero de l-funciones correspondien-

: ; k
te a 1f( ) es 2° » ¥, ya completa, es la sigulente:

a)

g fls PEG) (PR Sy Ba ) (0K Bx, =54
S L v v
e vV v V=
1 13() F | e Vo
1 14( ) F F V F

En el primer arreglo, utilizando para las l-funciones 1la
misma subtabla de los tres ejemplos ya resueltos, y ha-
ciendo a= 1 (aunque nada obsta para hacer a=2, pues el
resultado final no varia), se tiene

11(x) 12(a)' £x 2 fa

v v l
v v

¥y por tanto, V(x){fx Txfa)l, 1(Ex)Px! vy rfal son V.

<<

L,

En el segundo arreglo la tabla auxiliar es
lg(x) le(a)l i b i

v Vv
F Vv

v
v

y la linea resulta idéntica a la primera.
En el tercero la tabla auxiliar es

13{}() 13(a) l X ¥ fa

F F v
v F B

¥y s0lo '(Hx)fx' es V.



d) A diferencia del anterior, en el cuarto arreglo sdlo
'(x)(fx D fa)! es V, de acuerdo a la tabla

14(}:) 14(3) lf:’. > fa

F F Vv
F F v .

Como ninguna li{nea ha resuelto F, S es vilida.

No parece ser sblo cosa del azar que el dnico ejemplo que
presenta Kleene en su obra (*) ¥y los que aparecen en otro texto
donde se adopta y explica su procedimiento (**) tengan una sola
letra predicativa; y es de suponer que tal hecho se debe a la in-
sopechada dimensidn que alcanza la respectiva tabla decisoria
cuando dichas letras son mAs numerosas, puesto que el ndmero de
l1-funciones que substituyen a una fdérmula elemental interviene
decisivamente, como factor, en el descomunal incremento de la
cantidad de arreglos,

Considérese, por ejemplo, la tabla de una férmula tan poco
complicada como

(X)Exy (X)gx, D J(x)(Fxvex) . S

El nimero de funciones li(x) que corresponden a cada fdérmula

k
elemental asciende & 9©° =222 = 16, Como S exhibe dos formilas

elementales, cada una de éstas serd reemplazada por 16 funciones
li(x), y la tabla poseerd 16 x 16 arreglos, dispuestos esquemiti-
camente en la forma que sivue:

E*) Es el que aparece como ejemplo III en la seccidn anterior,
*%) 3toll, Sets, § 2,8,



que

fx gx (x)fx v (X)gxe D (%) (£XV gx)
11(x) 11(x)
].,1(}{) ].'16(X)
1,(x) 1,(x)
lg(x) i16(x)
13(x) 11(x)
13(x) 116(x)
116(x) 11(}{)
1ig(x) 1,6(x)

S

Los valores de las l-funciones se establecen en la subtabla
siguiente, donde 'x! asume los valores del dominio {1,2,3,4}, ya

T o= 2k = 22.

A Lox) AtE) ag(a)- 0, 0n) L 0E) T0) astE g
o kT V' vV v vV V v v
21V \' v v F P F F
T Vv F F v \% F F

41 v F v F v F v F



X i 19(X) 110(:{) 111(X) 112(x) 113(3{) 111{_(3() 115(3{) 116(X)
R F F F F F F F
21V Vv v v F F F
CIE o8 v F ¥ v v ¥ F
4| v F \' F v F v F

a) En el primer arreglo la tabla auxiliar para hallar el va-
lor de '(x)(fxvV gx)! es

lT(x) I fX\ gX

<d<<<
<<«

Como todos los arreglos son V, '(x)(fxygx)! es V. '(x)fx!
y '(x)gx! son, a su vez, V, pues 11(x) es V para todos los
valores de 'x!, El resultado final de 1la linea no puede
ser otro que V,

b) En el trigésimo segundo arreglo las cosas varian: !(x)fx!
es F, pues 12(4) es F, y como 116(x) es F para todos 1los
valores de 'x', '(x)gx' es también F. '(x)(fxvgx)', para
no quedar atrias, es también F, como resulta de la respec-
tiva tabla auxiliar

12(x) 116(x) |fx Vv 8X

Ha<g<g
s les lesfes |
Hgdg

No es preciso continuar: lo hecho y lo que falta por hacer
pone de manifiesto la laboriosidad suma del procedimiento de
Kleene, ya a partir de escasamente dos letras predicativas, y sin
considerar letras proposicionales ni férmulas elementales con va-
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riables libres (*).

Nadie duda que, como afirma el proplo Kleene, "there are
usually shortcuts that can be used in ascertaining the table for
a formula, so that 1t is not necessary to go through the whole
calculation procedure separately for every entry of the table"
(**), Un ejemplo que ilustra la manera de evitar el andlisis de
la tabla decisoria final arreglo por arreglo es el que ofrece
Stoll (%) para probar que

(x)fxv (X)g%Xe Do (x)(fxV gx) S

es una fdérmula l-verdadera. Supdngase que el consecuente toma el
valor F para 11(x) v le(x). En este vaso 'fxvgx' tendra forzosa
mente una 1linea F y, por tanto, 'fx' y !gx!' serdn también F por
1lo menos en un caso, de lo que se sigue necesariamente que!(x)fx!
v '(x)gx' han de ser a su vez F, De esta manera el antecedente
sera entonces F siempre que lo sea el consecuente, y ninguna 11-
nea o arreglo del condicional podrid ser F, S, en consecuencia,es
valido,

Téngase presente,sin embargo,que el apelar a atajos o a ra-
zonamientos adicionales, como se dijo a propdsito de QL, arreba-
tarian al procedimiento de Kleene su carécter decisorio o algo-
ritmico. E1 propio Stoll, que refiriéndose a estas abreviaclores
afirma que "the ease with which the validity of some formulas
can be established may come as a surprise" (++), tiene que admi-
tir que "it is obvious that to establish the validity of some
formulas, truth tables must give way to reasoning processes"(*+).

(*) Si en el ejemplo III de la seccibén anterior se substituyera
en S la férmula elemental '~fy' por 'agy', la tabla tendria

16 x 16 x 2 x 2 = 1024 arreglos, y para decldir sobre la validez
de un silogismo categdrico cualquiera se requeriria una tabla con

(28)3 = (256)3 lineas o arreglos, puesto que deberin emplearse 28
l-funciones por cada letra predicativa,

E**) Ihid,, b. 171,

+) =0Op, elt,; ‘p. 110:

(++) Loec. cit.

(*+) Op. cit., p. 109.
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Y, en todo caso, tanto "shortcuts" como "reasoning processes" son

de utilidad prdctica sélo en "some formulas", por fuerza de osten
sible sencilllez,

54 Luego de lo expuesto en las secciones anterliores, el procedi

miento de Kleene, ampliado para la validez universal, da lugar a

las sigulentes consideraciones en 1o que se relaciona con la fina
lidad de esta tesis:

a)

La agobiante secuela de operaciones que sus reglas pres-
criben no hacen de esta técnica un método realmente utili
zable o préactico.

Los posibles atajJos o abreviaciones a que hace referencia
su autor - y olvidando el hecho que privan al método de
su caridcter algoritmico- son aplicables en un campo tan
estrecho de fdérmulas que no alteran lo dicho acerca de su
eXcesiva prolijidad,

Cabe sin embarge destacar entre sus méritos la ingeniosa
concepcidn de las l-funciones, que le adjudica una genui-
na novedad respecto a los demis métodos estudiados en es-
te trabajo; su tratamiento de férmulas con variables indi
viduales libres, en el que no se requiere su cierre pre-
vio; y su potencial aplicabilidad a férmulas que ostenten
constantes individuales.
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El procedimiento FH

En los capitulos anteriores se han estudiado varios proce-
dimientos decisorios para fdrmulas monddicas de primer grado,
que, con todas las objeciones que puedan hacérseles, son, salvo
tal vez el de Kleene, perfectamente utilizables cuando se trate
de decldir acerca de la validez o l-verdad de una fdrmula de e-
sa clase,

El autor de esta tesis, sin embargo, propone en este capi-
tulo un procedimiento con el mismo objeto, construido alrededor
de una demostracidn de Herbrand (sustentada a su vez en otra de
Bernays y Schdnfinkel), que a su juicio, y si no yerra,tiene so
bre los ya mencionados evidentes ventajas, en vista de la faci-
1lidad de sus reglas, del reducido nimero de pasos que integran
el proceso decisorio que prescribe y del hecho de llevar siem-
pre, durante el curso de éste, de una férmula a etra cada vez
mds sencilla,

En lo que sigue se expondrdn las reglas bdsicas de dicho
procedimiento, denominado FH a partir de aqui, acompafiadas de e
Jemplos 1lustrativos, continuando luego con la exposicidn de un
algoritmo de reduccidn de fdrmulas complejas a férmulas bisicas
(lo que permite extender la aplicacidn del procedimiento bésico
a toda clase de fdérmulas moniddicas de primer grado) y de una re
Zgla mids, que hace llegar dicha aplicacidn a fdrmulas con cons-
tantes individuales, Concluye el capitulo con la justificacidn
de FH y la extensidn de éste a todas las fdrmulas predicativas
n-a4dicas de primer grado que sean reducibles a formas normales
prenex con prefijo propio,

Sea S una fdérmula bidsica cerrada cualquiera con letras pre

8.1
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dicativas monddicas libres, con o sin letras proposicionales (*)
y sin igualdad. Para saber si se trata o no de una fdrmula vali-
da o l-verdadera deberin cumplirse, en el orden que se indica, ¥y
cuando sea necesario, las sigulentes instrucciones:

R1. Obtener, mediante conocidas reglas de transformacidn, una
férmula equivalente S' en que sdlo aparezcan, fuera de las
cuantificaciones, las conectivas ',' y/o 'V! y/o 4!, in-
ternada ésta Ultima, Si ello es posible, conviene simplifi-
car, aunque no es imperativo, la fdérmula S' asi alcanzada.

R2, Borrar los r U-cuantificadores que S' exhibe, y substituir
las variables individuales de los respectivos operandos

por r letras o constantes de substitucidn a a

1’ 2’.lolil’arj

utilizando una distinta en cada U-operando,

R3. Borrar los E-cuantificadores de S' y substituir cada E-ope
rando '@x' por la disyuncidn de r miembros
1¢a1vﬁagv ..,.,Vﬂar‘. Si r=0, esto es, si S' no exhibe
U-cuantificadores, cada '@x' se substituirid por '@a!.En la

pridctica, una vez establecido r, R2 y R3 se aplican simul-
tdneamente,

R4, Dejar inalteradas las letras proposicionales que S' exhibe,

R5. Determinar, mediante el método tabular o cualquier otro,si
el esquema molecular o "truth-function" E, obtenido 1luego
de aplicar las reglas anteriores, es o no tautoldgico,

R6, S es l-verdadera si y sblo si E es tautoldgico,

(*) Para efectos de este procedimiento decisorio la presencia
de letras proposicionales dentro de los operandos no afecta el
caricter bdsico de las cuantificaciones (véase I.6, inciso g,
supra), Las fdérmulas elementales con constante.individual tam-
poco alteran, al figurar en ellas, dicho caricter, pero para
obtenerse una decisidn acerca de una férmula que las exhiba se
requiere una regla adicional (véase la sececidn 5, infra),
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He aqui algunos ejemplos que ilustran debidamente la apli-
cacidn de estas reglas,

I) (%) (£x Dgx)e (%) (hxD ~gx) e 2. (X) (hXxD afx) S

Reduciendo a St':

(x) (fxDgx). (x) (hx D~gx) V(%) (hxD AfX)
~(X) (£XDgX) W ~( %) (hx Dagx) V (x) (hx D Afx)
(¥x) (£Xangx)V (Ix)(hx.gx) WV (X)(~hxWafx) St(*)

un
Como no hay sinonrU-cuantificador, sélo habrd una constante

de substitucidn, E, por 1o tanto, es
(fa.~ga)WV (ha,ga)y ~haVfa
¥s Simplificada,
~gav gaynfa v~ha .

Como es patentemente tautoldgica, S es vilida o l-verdadera,

I1) (Ix)£xq (x) (£X Dagx) o (x) (fXI hx), 3 o (Ix) (hX,~gx) S
Reduciendo a S': |
A(TX) X Wa(X) (£X Dagx) VW ~(x) (FxDhx) ¥ (Ex) (hXe~gX)
(X)nfXV (X)) (FXegx) WV (Ix)(fXohx )V (Ex) (hXengx)

Aqui, como en el ejemplo anterior, sdlo debe usarse una
constante de substitucidn, y E resulta ser

~faV(fa,ga) W(fas,~ha)V(ha,~ga).
Como al simplificar este esquema obtenemos

~favgaV~~haVaga ,

(*) Al internar 'a' vale la pena simplificar inmediatamente el
operando a fin de permitir luego, tan pronto como se obtenga E,
el empleo de las reglas de absorcidn, Dada la especial configu-
racidén de E, dicho empleo es muy frecuente, y evita de ordina-

rio la confeccidn de tablas de valores,
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que es tautoldgico, S es vAalida,

III) (x)(fx 2g%).p. Do (8x)(gx V¥hx) S
Reduciendo a S':
~(x)(fx 2 gx)V~p V (Hx)(gxV hx)
(8x) (FXyngX) W ~p ¥ (Ix) (gxV¥ hx) St

No figuran en 3' U-cuantificadores, de modo que r = 0, De
acuerdo a R3, se utilizard una sola constante de substitu-
cidn, y E seri

(fa.~ga)Vpwga vha |,
o, simplificada,
fav~pVgawvha ,

en manera alguna tautoldgica. S no es valida,

1v) (Ex)fxe 3. (&) (£x 2p) V(X) (fx WD) S
(x)~fx w (%) (fx3p) w(x)(fxwvp) S!

Aqui r =2, y la E-cuantificacidn debe ser substituida por
una disyuncidn, Con 'p' no hay problemas.

~faV (fa 3p) ¥ (fb 3p) W fb\wp E

E, simplificada, es
~favpw~Afb VWb ,

palmariamente tautoldgica. S es véalida,

V) (x) (fx.p). Do (Ex) (gXs Do fX.p) gy
(2) (~fXV Ap) W (Ex) (~8Xe W o FXaD) S!
~faVpV¥agav (fa,p) E
~favAapVagaVv p E(simplificada)

(*) De Quine, Métodos, p. 265, apenas modificado, y resuelto me
diante los tres procedimientos de este autor en las secciones II,
8 (ejemplo V), III.6 (ejemplo II), y IV. 7 (ejemplo I),
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Se ha llegado a un esquema molecular tautoldgico y S es vd
lida,

VI) DPe3ede(X)(FfxDagx): 92 (Zx)(fxegx Vhx): 2 :p-9(8x)(hx,~gx) S(*)
Reduciendo a S':
Pede (%) (£X DAgX) Ma Qo (Ex) (£X0gX WhxX) MeapPeWh (Hx) (hxo~ngx)
Pend W (8x) (£Xe8%) sVa o (X) (nfXVengXonhx) sVenpaVe (Ex) (hx,~ngx) S

S!' equivale a

~Go Yo (HX) (£XegX) e Ve (X) (nfXVengXonhx) Venb Ve (8x) (hx,ngx) .
E sera

~a V(fa.ga) VW afa V(agasnha) Vv ~p V(ha.~ga) ,
¥, simplificada, :

~aVWgaVafayhaVWapWVaga ,

Como es tautoldgica a simple vista, S es valida,

3 El procedimiento FH es aplicable también a cualquier férmu-
la que no sea bésica, pues, como se probarid en la seccibn 6, in-
fra, toda férmula monddica cerrada es reducible a otra bdsica e-
quivalente, Una férmula monddica cerrada no bdsica cualquiera S,
es l-verdadera si y s6lo si 1o es una fbérmula bisica equivalente
S. De manera que, dada S1, deberid obtenerse primero su equivalen
te S y someter luego a ésta al procedimiento FH ya indicado,

La reduccidn de S, a S se logra mediante la aplicacién del
algoritmo de Behmann, ya mencionado a propdsito de QM, que se ex
pone detalladamente en seguida,

Sea el orden de un cuantificador '(Qx)' el nimero de cuanti
ficadores y de variables que no sean lasde cuantificacidn que a-

*) De Quine, Métodos, p., 171, y resuelta mediante QM en IV. 5
ejemplo III), supra,
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parecen dentro de su respectivo operando, Dada una férmula ce-~
rrada 81 en la que aparecen cuantificaciones no bdsicas, es de=-
cir, una que exhibe cuantificadores de orden n (n & 1),debe pro
cederse a internarlos, de manera tal que todos ellos sean de or
den cero, A ese fin se destinan las siguientes reglas, que se
empleardn tantas veces como sea necesario vy en la forma que me-
Jor convenga, si bien puede establecerse que debe empezarse en
cada cuantificacidn por los cuantificadores de minimo orden, pro-
siguiéndose luego con los de orden superior hasta lograr que la
cuantificacidn sea bidsica,

1) Cuando el cuantificador de orden n (n 2 1) es universal,
el operando debe transformarse hasta obtener una fdérmula
predicativa abierta cuyas conectivas no sean otras que
o', 'V y 14! (internada), Se debe llegar as{ a uno
de estos tres tipos de férmula:

a) Conjuncidn de fdrmulas elementales con variables indi-
viduales ligadas y cualquier otro tipo de férmulas(le-
tras proposicionales o cuantifilcaciones y fdrmulas ele
mentales con otras variables o constantes individuales).
Se interna entonces el cuantificador distribuyéndolo

I sobre la conjuncidn,

b) Disyuncidén de fdérmulas del mismo tipo que las caracte-
rizadas en el inciso anterior, En este ceso se reagru-
pan convenlentemente los d-componentes y se interna el
cuantificador de acuerdo a la respectiva regla,

¢) Forma normal conjuntiva de férmulas del mismo tipo que
las caracterizadas en (a), Distribuyendo el cuantifica
dor sobre la conjuncidn se obtiene una conjuncidn de
férmulas que habrdn de ser, bien bdsicas, en cuyc caso
el proceso de internamients ha concluido, bien disyun-
ciones de fdérmulas de las consideradas en (b), deblen-
do entonces procederse #enconformidad con dicho inciso,
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2) Cuando el cuantificador es existenclal, el procedimien-
to, teniendo en cuenta las reglas de distribucidn e in-

ternacidn propias de este tipo de cuantificador, es el

mismo que el prescrito en (1), sblo que en vez de la

forma normal conjuntiva mencionada en (c) se tratard de

una forma normal disyuntiva,

3) Cuando todas las cuantificaciones de S, sean ya bédsicas

se unificard la variable individual,

4) La férmula S obtenida de este modo, equivalente a

S1,es

bdsica, y puede ya ser sometida al procedimiento FH (*),

Ejemplos :
I) (x)[fxD A ((Hy)nlfy.gx]]
Reduciendo el operando:
(%) [nFXV A (BY )ALy V agx]
(@x) [~fx WV agx ¥ (¥) Y]
Internando los cuantificadores:
(8x) (~fXVAgx) V(7)) Ly
Unificando la variable (**):
(8x) (~fx Wex)V (x)fx
El esquema E para la decisidn es

~faWVagawvyfa ,

(*) Nada obsta para internar los cuantificadores, cuando
es posible, abreviando algunos de los pasos prescritos e,
cluso, pueden utilizarse reglas de internacidn tales como
'(x;(ﬁx:}p) eq. (Ix)@xDp'!' y otras similares,

(**) La unificacidén de la variable, sin ser indispensable

S(*+)

ello
in-

des~-

de un punto de vista puramente prictico, redunda en beneficio
de la claridad de la operacidn, En los ejemplos que siguen po-

drid omitirse cuando no exista peligro de confusiodn,

(**) Obsérvese que la aplicgcién del algoritmo de reduccidn
conduce a una formula S, idéntica a la reducida S' a la que se

refiere R1,
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trivialmente tautoldgico, y S, es valida,

I1) (3x) (y)(fyshxe V ,gx.hx) S,(*)
Internando el U-cuantificador: _
(@x) [(y)fyohxe y.gx.hx]
Distribuyendo el E-cuantificador: :
(8x) [(y)fyehx] V (¥x) (gxehx)

Internando nuevamente el E-cuantificador en el primer d-com
ponente ;

(y)fy.(Zx)hx, V. (¥x) (gx.hx)
Borrando los cuantificadores:
fa,ha. v.ga.ha

E no es tautoldgico y S, no es vdlida,
IIT)  (Ex)(fx,gx)Dgy. P.(3x)rx: D :(¥x)x v(Ex) (fx.gx) S
Cerrando 81:
(v) [(8x) (£xogx) D Eye 3. (8x)Ix: D : (Hx)rx v (x) (fx.gx)]
Redueciendo el operando:
() [(TD) (17.8%) D 87 w (3%) £x v () £x V/(8x) (£x.2%) ]

(7) [n(EX) (£X08X) V BY o~ (BX)FX, v o (HX )XoV o (Ex) (£x,8x) ]

Introduciendo el U-cuantificador y simplificando:

(%) (~fx Vagx) V(y)ey v (Ex)Fx v (Ex)(fx.gx)
Se obtiene ahora E, esto es,

~faVvagavgbyv favfb Vv (fa.,ga)v (fb.gb),

esquema molecular visiblemente tautoldgieo, S1 es valida,

%*) Resuelta mediante QM en IV,7 (ejemplo III), supra,
*%) De Quine, Métodos, p. 211.
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Iv) (X)[fXePeD o+ (B ) (8%e DofY.p)] S,(*)

Reduciendo tanto el U- como el E-operando e¢ internando el
E-cuantificador:

(x) [TXP v (8y) (~8Xe ¥ o fy.p) ]
(%) [~fXV APV agx V (Fy)fy.p]
Reordenando el U-operando, simplificando e internando '(x)':
(x) (~fXV AgX) v ap Vv (8y )y
Suprimiendo los cuantificadores:
~fayagavy~pvfa
E es tautoldgico y S, vdlida.

v) (8x)(Fy) (2) (£x Dgx.> o Ty Dgz) 5, (#%)
Reduciendo el operando:
(%) (Fy) (2) (FXungXe \ onf¥. V o82)
Internando los cuantificadores y unificando 1la variable:
(8x) (£x.,~gx) V(Tx)afx V(x)gx
Borrando los cuantificadores:
(fa,~nga) Vv ~fav ga E
E, simplificada, se reduce a
~gavn~favga ,

evidentementemente tautoldgica, S, es vilida.

vI) (8x) (£x8¥).D o (2) (8x) (Fx Dgz) 5, (*+)

(*) De Quine, ibid,, p., 265, resuelto en VI, 4 (ejemplo 5), su-
pra, medilante el procedimiento de Bernays y Schonfinkel,

(**) De Kalish y Montague, Logic, p., 196, resuelto allf con otro
procedimiento no decisorio,

(*+) De Copi, Symbolic Logic, p. 105, y resuelto mediante QM en
IV, 7 (ejemplo IV), supra.
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Cerrando S1:

(¥)[(ax) (fx 2gy)e 5e(z) (8x) (£x 222)]
Eliminando ' D! en los operandos:

(v) [~(8x) (~fx Vgy) v (2) (8x) (~fx vgz)]
Internando los cuantificadores y unificando la variable:

(v) (%) (fxengy) v (Ex)nEX w(2)g2

(%)X, (X)agXe V o (EX)nfX. v o (x)gx
Simplificando:

(x)~gx V (Tx)~LX v (X)) gx
Borrando los cuantificadores:

~gav afav ~fb v gb E
Ni E es tautoldgica ni S, vidlida, |

k
N

() (y) (£x = fy) s,
Reducliendo el operando e internando los cuantificadores:
(8x) (¥) (~FX ¥ £F o nfy V £X)
(8x) (~fx V(¥) LY. (¥)ALy vIX)
(3) [nfXa ()Y V o (F) £y o (¥ )n Ly V o () £y o £x ]
(Bx )Xo (F)afYe V o (F) (£TenfY) e Vo (¥) Y. (3x) £x
Simplificando y unificando la variable:
(Ix)nfxo (X)afx, v o (x) X, (Tx)Fx S!?
E es
(nfaV afb),~fa,V ,fb,(favrb) ,
que, simplificada, da origen a
~fav fb ,

esquema en manera alguna tautoldgico, S1, en cansecuencia,

Resuelta mediante QL en III, 6 (ejemplo IV), supra.
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i En la seccidn anterior se han resuelto casos de fdrmulas
complejas, incluyendo algunas en forma normal prenex, Tal como
se dijo, es suficiente en estos casos reducir la férmula dada a
otra equivalente mediante el algoritmo que se describid, y apli
car luego el procedimiento bdsico FH,

Debe considerarse, sin embargo, como un caso particular,el
de las formas normales prenex con prefijo propio, que si bisn
son solubles mediante la técnica general indicada, pueden tam-
bién ser sometidas, sin reduccidn previa, al procedimiento bés;
co, con 84lo tener en cuenta que su operando debe reducirse a o
tro en que dUnicamente aparezcan las conectivas !',!', 'V ! gy 11
(internada) y que no debe unificarse la variable, para permitir
asi la identificacidén del cuantificador que corresponde a 1las
que aparezcan en la matriz, La determinacidén de r se produce de

la manera usual, mediante la inspeccidn del prefijo,

Este particular caso de fdrmulas no bdsicas tiene una inte
resante consecuencia prictica, Cuando una férmula de esta: espe-
cle tenga dispuestos sus cuantificadores de manera tal gue su
internacidn obligue a largas manipulaciones, pero que, por el
contrario, pueda bastar una sencilla operacidn para llevarla a
una forma normal prenex con prefijo propio, es perfectamente
factible escoger esta (ltima alternativa, casi siempre menos la
boriosa,

Ejemglos

I) (%) (¥)(£YeXe D LYV D) Sl
(x)(¥)(~fyvAgxy £y vp)
~favvagbv favp E

(*) Resuelto mediante QM en IV, 7 (ejemplo V), supra.
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11) (x)(y)(82) (fx2gz. D.fx38Y) S,(*)
(x)(¥)(82) (FXenBZe V onfXe V o8Y)
(x)(7)(¥z) (~g2V ~fxV 8Y)

~Zav ~gb v fav gb B

S, es vidlida.

i) (x)(y)(8w)(H8z)(fy Dgz. 5.fxDgw)
(x)(¥) (8w) (82 ) (£YonB20 V onfx v gW)
fa, (ng8aVagb)e\s onfb. V. (gaV gb) E
(fa,~ga) v (fa.~gb) V~fbyv ga vgb
fav ~fbv gav gb E simplificado

S, no es vdlida, pues E no es tautolbgico,

Iv) (x)[(z)(fz vex). D .fy vex] S
Cerrando 81:
(v) ((x)[(2)(fz vgx)e D . fy vex]]
Extrayendo '(z)', etc.
(7)(x)(82) (~fZengXe v/ o TV e v/ o 8X)
(~faVafb)engaeV «fbs v .22 E
~fav ~fbv fb Vga

E es tautoldgico y S, por tanto, vdlida,

V) (X EX LV DoBX ) e Do [ X ) THs D58V glf

Cerrando 81:

{*) Resuelto mediante QM en IV, 7 (ejemploll), supra, y median-
te BS en VI, 4 (ejemplo IV), supra.
(**) De Quine, Logic, p. 5.



(y)[(x)(£x,fy. D.gx)ope (x)Fx, 3 .27]

Extrayendo los cuantificadores,reduciendo el operando,etc,:

(¥)(Fx) (z) (£X. fye Dogxipsfz:D .2Y)

(v)(Ex) (Fz) (FX. Ty, DX v~P v~z VEY)
(¥)(2x) (I2) (£X0 £V enBXe Y anDo V onfZoV oEY)
(fasnga)v ~py~fay ga E
favapvafavyga

S, es vdlido, pues E es tautolégico.

VI) (%) (pV X, D~ (y)fyogx] ] S
(3x) {(Pv fXo = on(T) EY V ngx )
(3x) (PV X4 2 o (TY )Ly Vagx )
(3x) (By ) (wPenTXe V onfY oV onggx)
~Penfa, Vv oafa, v iBa E
~fa yge E simplificado

E no es tautoldgico y S, no es vdlida,
VII) (%) [fxe8Ye 2 (7) (£7.27)] S,(%)

(x)(¥) (£Xe8ye Do fyegy)

(X)(¥) (~fXaV BT v o £V 8Y)

~fa Vv~gbwv (fb,gb) E
~fav ~gbw fb E simplificado
S, no es vdlida,
VIIT) (x)(y)[gxahy. 2. (2) (824hy) ] Spfas)

(*) Resuelto mediante QL en II, 6 (ejemplo III), supra.
(**) De Copil, Symbolic Logic, p., 105,



(x)(¥)(2z)(gx.hy. > «g2z.hy)
(%) (7)(2) (~8Xe MenhYe V o824 hy)
(x)(y)(2)(~x v~hy Vgz) E
~ga vahbVge
S1 no es valida,

IX) (%) [vfXen(y ) (fY engx) ] » 8, 7]
(%) [~fx, (8y) (fyangx)]
(%) (qy ) (~FXo LY onpX) E
~fa,fa.~ga

81 no es valida,

B Los procedimientos decisorios estudiados en los capitulos
anteriores, salvo los dos Gltimos, no toman en cuenta las férmu
las que exhiben constantes individuales, dentro o fuera de sus
operandos, Es importante, sin embargo, que un procedimiento de-
cisorio les sea aplicable, ya que sin ellas no es posible esta-
blecer la valldez o invalidez de inferencias en que figuran pro
posiciones singulares, esto es, aquéllas en cuyas fdérmulas apa-
recen nombres propios o de individuos inequivocamente especifi-
cados,

En esta tesis se considera bésicas, en sentido lato, a fér
mulas de esa especle, y las reglas del procedimiento ™H permi-
ten decidir acerca de su validez o invalidez con s6lo una adi-
cibn, que es la siguilente:

R3a., Si S' exhibe r cuantificadores universales y N constantes
individuales, se debe substituir cada E-operando '@x',una vez
borrados los E-cuantificadores, por la disyuncidn de N + r

(*¥*) Propuesto para su solucidén en la pig. 2.25.
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Es obvio que si S! no exhibe U-cuantificadores, la clase de.
las constantes de substitucidn es idéntica a la de las N constan-
tes individuales que figuren en S', debiéndose proceder como de
ordinario al reemplazo de los E-operandos, Si S', por el contra-
rio, exhibe Unicamente U-cuantificadores, la substitucién de la
variable individual se realiza como de costumbre, pero sin uti-

1izar para ello las constantes individuales que aparecen en S!',

Ejemplos
I) (x)fx Dga., m. (Ix)(fx >ga) S
(x)fXonga. v o (8x) (fx>ga) 5

El nGmero de constantes de substitucidén es N+ r, es decir,

2. E es entonces
fbengas v (~favga). Ve(nfbvga) ,
¥y, simplificada,
~gavafav gavaafb ,
Como es tautoldgica, S es vilida,
II) (x)(fx >8%X)+ 5efa Dgb S
(x) (£XonEX) Vafavgb St

El nimero de constantes de substitucidn es ahora N+ 0, es
decir, 2,

(fa.~ga) v (fb.agb) v~fa veb E
~ga v fbv ~nfa vgb
S no es valida, pues E no es tautoldgico,
III) (Ex)(fx Vgb)e = .fb\VV gb S
(x)(~fx.~gb) v b vgb St

También aqui deben emplearse dos constantes de substitucidn,
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V)
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(~fa,~gb) v b ygb E
~fav fb vgb

S no es valida,

(@x)(fxVvgy). D.fcvay S
Cerrando S:
(y)[(@x)(fxvgy). D.fevayl
Extrayendo '(¥x)!, reduciendo el operando, y simplificando:
(¥)(x) (~fXengYe Vv «fe v gy)
(¥)(x) (~fxV fecvgy)

Como se trata de una forma normal prenex con prefijo propio
y el operando estd reducido ya, se pasa de frente a la subs
titucidn de los operandos, empleando tres constantes
(oot s T-ADE

~fa vfeygb E
Ni E es tautoldgico ni S es vélido,

(y)[(x)(fxVvey).o .feVey] S(*)

Este ejemplo es parecidisimo al anterior, de manera gue el
proceso es similar,

(y) [(@x) (~fXengy) v e vey]

(¥)(Ex) (~fXenBYe V o TCo V¥ +8Y)

(v)(8x)(~fx V¥ fe v gy) S1
~fay ~fcvvfcvga B

E es tautoldgico y S valido.

{*}

De Copi, Symbolic Logic, p. 99, resuelto mediante BS en VI,

4 (ejemplo VI), supra.
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VI)

(x)[f};,(ﬂx)(gx.hy)], j.fb.(EX)(gX.hY) S(*)
Cerrando S:
(y) ((x)[£x,(3x)(gx.hy)]. =.fb, (8x)(gx.hy) ]

Procediendo como de costumbre:

(v) [(x)fx, (8x)gx.~hy. V « £, (Ix )gx, hy ]
(7)) [(Ex )Xy Vo (X)~BXe V onhy, v o £D, (3x)gx, hy]
(7) [(8x)~fx v (x)ngx v ~hy VD]
Prefiriendo extraer los cuantificadores:
() (x)(¥2) (L2 VAgX \vahy VD)
E es entonces
~favafbvafecvagavahevEb |,

Como es tautoldgico, S es valida,

Se procede en esta seccidn a justificar las reglas del pro-

cedimiento FH, es decir, a demostrar que permite decidir acerca
de la valldez o l-verdad de toda fdrmula moniddica cerrada de pri
mer grado (**), y ello se logra probando, sucesivamente, 1) que
toda férmula predicativa monddica de primer grado es reducible a
otra férmula equivalente bdsica S; 2) que toda férmula monddica

bdsica S es reducible a otra equivalente, en forma normal prenex

con prefijo propio; 3) que toda férmula monddica S en forma nor-

mal prenex con prefljo propio es decidible mediante las reglas

de FH; y 4) que la presencia en S de letras proposicionales y/o
constantes individuales no afecta la decidibilidad de S, de a-
cuerdo a las reglas de FH,

(%)

De Copi, 1loc, cit,

(**) En toda esta seccidn, "fbérmula" deberi entenderse siempre

como "fdérmula cerrada", salvo indicacidn en contrario,
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1) Sea S, una férmula monddica compleja sin letras proposi-
cionales ni constantes individuales. Reducirla a otra
férmula monddica bésica equivalente S no es otra cosa
que internar sucesiva y metddicamente sus cuantificado-
res hasta lograr que todas las cuantificaciones de S1
sean bdsicas y unificar a continuacidn las diversas va-
riables individuales respecto a 'x!,

Debe empezar, por tanto, la reduccidn de S,, tomando u-
na de sus cuantificaciones no bdsicas e internando de
inmediato el cuantificador Q, que sea de grado minimo
en ella (*). De esta manera se logrard que en el operan
do del cuantificador Q2, de grado inmediatamente supe-
rior, aparezcan cuantificaciones bdsicas y férmulas ele
mentales con variables ligadas o libres., Internando aho
ra Q,, el operando de Qg tendra las mismas caracteristi
cas que tuvo el de Q2 Habréd de llegarse necesariamente,
procediendo ordenadamente de este modo, al cuantifica-
dor Q_, de miximo grado, en cuyo operando aparecerdn u-
nicamente cuantificaciones bédsicas y férmulas elementa
les con variables ligadas. Internando por dltimo Q de-
saparece la cuantificacidn no bdsica inicial.

De esta manera se proseguird con las demds cvantifica-
ciones no bésicas de S,. Eliminadas éstas y uanificadas
las variables, S, quedard transformada en S, que serd

la férmula monddica equivalente buscada,

El algoritmo que aparece en la seccidn 3, supra, permi-
te, en todo caso concebible, el internamiento de cuantl
ficadores; por lo tanto ha quedado demostrada la reducl
bilidad de toda férmula compleja de la especie indicada
a otra bdsica equivalente,

(¥) Sobre grado de un cuantificador, véase seccidn 3, supra.
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2) Toda fdrmula monddica bdsica (en sentido estricto) S pue-
de reducirse a otra equivalente en forma normal prenex
con prefijo propio, y a la inversa, En efecto:

a) Toda conectiva que S exhiba "truth-functionally" y que
no sea ',', 'Y' o 'a' puede ser substitufda por al-
guna combinacidén de éstas, de acuerdo a conocidas re-
glas de la Ldgica Proposicional (*), Por lo tanto a to
da férmula S corresponde otra equivalente S' que exhi-
be Unicamente ',', 'V ! y/o 'A', internada esta Gltima,
de acuerdo a las reglas de intercambio de cuantificado
res,

b) Todos los cuantificadores de S' pueden extraerse de ma
nera tal que los U-cuantificadores aparezcan a la iz-
gquierda de -los E-cuantificadores, con lo que Sf, la
férmula asi obtenida, se hallard en forma normal pre-
nex con prefijo propio, en el que figuraridn exactamen-
te los mismos cuantificadores que en S', y la matriz
de S; serd 1déntica a la férmula S', una vez borrados
los cuantificadores de ésta, Si S' no exhibe sino U-
o E-cuantificadores, su forma normal prenex tendrd,sin
mds, prefijo propio, compuesto por los mismos cuantifi
cadores que figuran en S',

¢c) Efectuando a la inversa las mismas operaciones, Sf se
transforma en S', Como S y S' son equivalentes, S y Sf
también lo serén,

3) La validez de Sps ¥, por tanto, la de toda férmula mon&di
ca S equlvalente, es decidible, En efecto:

a) Para que '(x1,x2,.....,xr)ﬁ(x1,x2,.....,xr)' sea vAali-

(*) Véase Hilbert-Ackermann, Légica Tedrica, I 4,
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da es condicidn suficiente y necesaria que lo sea pa-

ra un dominio compuesto de r elementos A58 00eeel

1) Es condicidn necesaria, pues si no fuera vdlida
para r distintos individuos, no lo serfa tampoco

universalmente,

i1) Es condicidn suficiente, pues si es valida para r
distintos elementos, lo sera también para todo r-
ple de elementos pertenecientes a un dominio D :
con n elementos (n 2 r). Si es vdlido para D cuan
do n 2 r, también lo serid cuando n < r (*), Co-
mo n indica un entero positivo cualquiera, si la
férmula es vdlida para r elementos, también lo se
rd para un dominio cualquiera, y serd, por tanto,
universalmente valida,

b) Para que '(Hy1,...,Hym)ﬁ(y1,.....,ym)‘ sea vdlida es

condicidn suficiente y necesaria que 1lo sea para un
dominio compuesto de 1 elemento,

1) Es condicidn necesaria, como resulta obvio,

ii1) Es condicidn suficiente, pues
’(33’!]:-----,Eym)ﬁf(y.l,.....,ym)‘ es D'lé.S débil gque

'{Y)ﬂ(y1,.....,ym)‘ (**), y como ésta, de acuerdo

a (a) supra, es universalmente vdlida si lo es pa
ra un dominio de un elemento,

’(HY1:---o-:Bym)g(YV.....,'.Ym)' también 1o Sel’fl

sl 10 es para este mismo dominio,

C) Par’a que T(x.lgoccn,xr,:gy-i:cv.’ ym)g(x‘%}nao;xr)HYAI;olJym)'

(*) 1Ibid., teorema XXVII, p. 140,
(**) Bernays-Schdnfinkel, Entscheidungsproblem, p. 358.
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sea vdlida es condicidn suficiente y necesaria que lo
sea en un dominio de r elementos,

1) Es condieidn necesaria, como resulta evidente,

i1i) Es condicidén suficlente, puesto que si y sblo si
es valida para un tal dominio, 1a disyuncidn de
las férmulas 'ﬁ(a1,...,ar,y1,...,ym)' en las que

se han reemplazado las 'y' por las r constantes
'a;! de todas las maneras posibles, es vilida; y
como cada una de dichas fdrmulas Py (v € £ <
implica individualmente a
(AYyoo0oees T )85 c0rees s Tyseneses¥,) (B) 5

el condicional
P1 DPcPQDP.-ovo-OPTm:'PQP.!V PQV sonss \f P.r,m: DQP

es vadlido, siendo por tanto, universalmente vali-
da la expresidn

(HY1,'ll",Hym)g(a1:00-la’ar3y139|.ln’yr) .
Pero esto significa que
(x1, """KI”HY‘I’ esa -:Hym)g(x-’: . -oosxrsy1: .a n-:ym)

es también universalmente vélida, de acuerdo a
(a), supra (*).

En los tres incisos anteriores se han considerado las Uni-
cas tres configuraciones que puede adoptar una fdrmula Sf

en forma normal prenex con prefljo propio, y se han estable
¢ido, para cada una de ellas, las condiciones suficientes y
necesarias para su validez, Ya se probd en la segunda parte
de esta seccidn que S' ¥y Sf son intercambiables, de manera
que dichas condiciones valen también para S', y como son

(*) Todo este inciso (c) es una versidn libre del pasaje que a-
parece en Herbrand, Recherches, pp. 51-52,
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exactamente las mismas que prescriben las reglas de FH, és-
tas quedan justificadas cuando S' ostenta sélo U- o E-cuan-
tificadores,

Como, por otra parte, basta establecer gque la disyuncidn D,
construida como se dijo en el ineciso ¢ ii, es c-vidlida pa-
ra saber si lo es una férmula Sf (o su equivalente S') con
U- y E-cuantificadores, la demostracidén de que D c-equivale
al esquema para la decisidn E, construido de acuerdo a 1o
prescrito por las reglas de FH, sirve al mlsmo tlempo para
la justificacidn de éstas cuando en S' figuran U- y E-cuan-
tificadores (que es el caso que falta probar),

Ahora bien: como toda férmula monddica S!' (que ahora debe
exhibir U- y E-cuantificadores) se reduce, bien a una con-
juncidn de cuantificaciones basicas, blen a una disyuncidbn

de cuantificaciones bédsicas, bien a una forma normal disjun
tiva de cuantificaciones bdsicas, 1a demostracidn requerida

habrid de consistir en probar que, en cualquiera de estos tres

casos, E c-equivale a D,
a) Sea S!

oo (By )A vy (*).
E, de acuerdo a R2 y R3, seri
U1a1lU2a2-i toUrarh(A1a1v A.iaev . Vﬂ-iar)o
(Aja,vha,V ... VAear).(Amajv A8,
Por distribucidén E queda convertida en

(*) U;X; representa el operando de una cuantificacidn univer-
sal bdsica (en sentido estricto); Ay, el de una cuantificacidn

existenclal bésica (también en sentido estricto), Cuando 'i!' a-
parece en un subindice de 'x!', 1 £ 1 £ r en el primer caso y

1

i Smenel sesrundo (r es el nimero de U-cuantificadores y

m el de E-cuantificadores),

Vi .VAma

m

3



b)

U1a -U a—gt.loua 1 Q.A a1.l..Ama1

U._a .A1a1.A2a1.,..R a

.V.U U2a2.... r P m 2

.V...i...I...........0......'.94-.(‘.'.

.V.U a, U2a2....U a A1a1. 34.,..gma

.V.U a U2a2|l .Urar. 1a1¢A2320¢00Ama1

OV.U a Ugaglonou ar'A1a1'A232'°"Ama2

T

.v.l."......Ill.-...I....."..D..(...

OVOU a UQaptolaU a 1 POAEaPOOIOA ar

que no es otra cosa que D, cuando S' estd puesta en 1la
forma normal prenex con prefijo propio equivalente S
es decir,

f »

(X1:X2:...,xr:3y1,EY2:...,Hym)

(U % qeUnkye e U X o By o Asypedd v ).

Sea S!

(x,)0,x, v (XQJUE,X2 Veeo(x JU X v (Ey )Ay, v (Hyg)hgyev

v(Ty Ay .
E, de acuerdo a FH, es

1ar)v

y(A2a1VAEa?_, VeeoVAa IR (Ama1vAma2 VesoV A 2 ).

xr

Eliminando los paréntesis; agregando, unidos por disyun-
cidn, tantos Uiai v Aiai cuantos sean necesarios, en

virtud de la regla 'pVvp eq. p'; y ordenando conveniente
mente, se obtiene
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U2V Usa,v e vl a v A,y Aya Vv ieav A 2,
AV U1a1v Ugaev...vUrarV A1a1vﬁ29.1v ,,.\/Ama2
V.Qll.l.l'.ll..t.l..l.lu.'l.l.litl..*.ﬂiﬁlliﬂ
VU1a1v Ugag V"'VUrarVA1a1v Aga1 Y...VAmar
V @ 8 & 0 8 8 % BB E NSRS E AR A R E SRS e REN
VUavUzas veee vU A VA A VA E Ve VA,
Vl.Il....I.Ol"...ll“.lll.....'.6..0!.!......
vU,a,v Ugaev...VUrarV}‘\1arvA2arV...VAmar o

Esta disyuncidn no es otra que D cuando S' estd pues-

ta en la forma normal prenex con prefijo propio equi-
valente Sf, es declr,

)
(U4 VUKV e e e VIR VATV ApYo Ve e VAL,

(x1!x2¢-llxrigy1sﬂy-2’ --ojgym

c) Sea la reducida de S' la forma normal disyuntiva
(Z U (1)U g e e (x,)U X0 (87 )8 940 (5, ) A0y, 0 o (By )ALy

.v...‘l..‘.l...l‘-....l.I.II.’.....I..\l"l..l.ﬂ.....‘..‘."lﬂl‘-

Vo (x3)UIxFe (x5)U3XS . oo (x7) UL (B )ALV e (T52 )ALV o (Fyp )ALy
E, de acuerdo a FH, es
U1a1§U282. "Urar‘ (A1a1v A1agv i A,Ia;.) ;
.'(Aga1VA232 TRy AQaI',). = (Ama,iv A2V ceeV Amaé)
SN sisisisnvinanesisvenivev st esatirbvtinersistbnnn sy
eV SUja}.0at. el (Ma,V Alayy ...v Afal)
-(Ala,Vv Ala,v...VAlal)...(Ala,v Ala Vv ... VAlal) ,

la misma que, por distribucidn, se transforma en
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UjageUnaseecUasehia ehnag aidia,

.U;U1a1.Uéa2.,.Urar,A1a1.A2a1...Amae

.V.i.....l.l.Dl‘..‘t...llitl..lll.lt

1
Vel 21005850 .. U8 Bya 0 Ana .. Al

?v......ll....ll'..l.l..l...l.l....'.

2 VeU. 3,053

1 1 !
1 1. 2 goltUra—r.A a .A. a A a

TR gt T i

.v..I‘l..l'l........ll..-.‘.........

.V.al.t..loua.ouoto.li:tl.l..n..tnta

191 TJigl 1ot 1 1 1
.V.U1a1.U2a2...Urar.A1a1.A2a1...Ama1

.V.'.......I.IO....OI'..I‘I....O..ll

la!

taol 191 1591
IVIU1a1oU23 ac.Urar.A1 2

a1 11
'AEar"'Amar
Estd expresidén contiene exactamente los mismos d-com
ponentes que D, Ordendndolos convenientemente se tie
ne
U1a1'U2a2“’Urar'ﬁ1aﬁ"&2a1"fﬂma‘l'v'.'”V'
151 Int a1 f 1
U1a1.U2a2...Urar.ﬂ1a1?A2a1
.V.U1a1.U2a20..UrarlA1a10A2a1..?Amaul.v.ll)ﬂvl

.,,Ar;ia1

Ulal,Utal...UlaliAla, A

1 1-
2 | s 2&11"“%}:1

2

.V.tlt.?.o.no.lo..olocnoot.coo...oloocnooo-._.olo
.V.U1a~1lU2a-2¢|oUrartA1a1|A2a1-.lAma10vlc!)dVﬁ

1 1 Y1 At 1 15 )
U%a1.UéaE...Urar.A1a1.A2a1...Amar

.v'...'l.l.ll..I....l.ll-I.ﬂ....'l.'..l.'.C.....

.V.U1a1.U a

2 ecotUra !.A al A atov s tl\jl

r'A1ar B s e Bl R

191 1714591 fal Alat Alal !
Uiai'UQaE'"Urar‘ﬂ11r‘A2ar‘"Amaf %

gque no es otra cosa que D para la forma normal dis-
yuntiva de S' puesta en forma normal prenex con pre
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fijo propio.

De esta manera se ha demostrado el caso que restaba, Yy,
por tanto, FH es capaz de decidir acerca de la validez

o l-verdad de toda férmula moniddica sin letras proposi-
cionales ni constantes individuales.,

4) La presencia en una fdérmula monddica cualquiera S, de
letras proposicionales y/o constantes individuales no
afecta la correccidn de los resultados que se obtienen

mediante la aplicacidn de FH., En efecto:

a) En el curso de la reduccidn de S a 3' las letras pro
posicionales que figuran fuera de los operandos per-
manecen sin alterar, y una vez alcanzado el esquema
molecular E, como la decisidn depende de su estructu
ra esquemdtica o "truth-functional", nada hay que
distinga esencialmente entre dichas letras, que re-
presentan proposiciones, y las fdérmulas elementales
de tipo 'aai', que también las representan,

Ademis, para efectos de la aplicacibédn de FH, se han
considerado bdsicas cuantificaciones en cuyo operan-
do aparecen letras proposicionales, Nada lo impide,
pues puede demostrarse ficilmente que un esquema E,
obtenido de S!, férmula bdsica en cuyas cuantifica-
ciones aparecen letras proposicionales, c-equivale a
otro esquema E'! obtenido de la misma férmula S!', una
vez extraidas dichas letras de sus operandos (*),

b) Todo lo dicho en el inciso anterior para el caso de
que S exhiba letras proposicionales vale para cuando

(*) Recuérdese que en S! sdlo pueden figurar ',', 'VW!'!' y 1!,
internada esta Gltima,



8.27

S exhiba férmulas elementales con constantes indivi-
duales, Falta demostrar Gnicamente la razdn de la re-

gla especial R3a que rige estos casos,

i)

14}

Sea S una férmula monddica bdsica en que aparecen
dnicamente r U-cuantificadores, Se ha demostrado
en el inciso 3a de esta sececidn que S es vdlida
si y sbélo si es valida para un dominio con r ele-
mentos, Si en S aparecen N constantes individua-
les, la prueba para la validez, sl ha ser proce
dente, no permite que se tome en cuenta dentro de
un r-ple arbitrario ninguna de las N constantes
individuales que ostenta S, De all{ que la regla
reserve los r elementos para la substitucidn de
los r U-operandos, sin que pueda utilizarse para
dicha substitucidn alguna de las N constantes in-
dividuales exhibidas por S.

Sea S una férmula monddica bédsica que exhibe Gni-
camente E-cuantificadores y N constantes indivi-
duales I(H}c1;¢..3 xm)g(a-i)tllja-’ijulJl.lgxm)’o Pa_

ra que sea vilida es condicidn suficiente y nece-
saria que lo sea para un dominio {aq’------"&m]-

Es condicidn necesaria por obvias razones, y su-
ficiente, puesto que, si y sblo si es vdlida en

dicho dominio, la disyuncidén D de las férmulas

ﬁ(a1,.....,aN,x1,.....,xm) 5

en" las que se ha reemplazado las 'x' por las N
constantes 'ai‘ de todas las maneras posibles, es
vdlida; cada uno de los d-componentes Pi(1.§.i£Nm)
implica por su parte a

(EX13-con-:'E{Xm)g(a1:|n|lo:aN’x1Jc.|O,Xm) (P) 2

y como el condicional
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P1 DP.PQDPQ n..lPNm:P.P1v P2 V..ll -V PNm. D.P

es vilido, se concluye que es vilida

(HXTJIOOO)me)g(a-I: -a..,aN;x.],-.oojxm)-

Basta entonces probar la validez de D, pero como
ésta equivale al esquema para la decisién E, cong
truido de acuerdo a las reglas de FH, inclufda
R3a, FH queda Jjustificado para este caso,

111) Sea S una férmula monddica bisica en que aparecen
U-, E-cuantificadores y N constantes individuales,
La justificacidn de R3a no ofrece dificultades ¥y
se basa tanto en el inciso (i), supra, como en el
3 ¢ (11), supra,

: 54 Aungue no corresponde estrictamente ni al tema ni al propé-
sito de esta tesis, no es posible dejar de hacer referencia a la
posibilidad de la extensidn del procedimiento FH a todas las fér
mulas cerradas de la Ldgica Cuantificacional de primer grado,sea
cual fuere la n-adicidad de las varlables predicativas que en e-
llas aparezcan, siempre que dichas férmulas sean reducibles a una
forma normal prenex con prefijo propio, cuya decidibilidad ha si
do demostrada por Bernays y Schdonfinkel.

Dicha extensidn, que puede fundamentarse siguiendo los mis-
mos lineamientos de la prueba que se ha desarrollado en la sec-
cibn anterlor, pero que, por lo arriba dicho, no se probari aqui,
se rige por las siguientes reglas:

RN1. Reducir S a S!' y transformar a ésta de modo tal que todas
sus cuantificaciones se hallen en forma normal prenex con
prefijo propio, debiéndose entender que una cuantificacidn
bisica ya se halla en esa forma.

RN2, Borrar los r U-cuantificadores, reemplazando las variables
de los U-operandos segin la manera usual,



RN3,

RNY4,

RN5.

RN6,

I)

I1I)
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Borrar los E-cuantificadores, reemplazando las variables de
los E-operandos como de costumbre, pero cuando un E-operan-
do se halle precedido por n E-cuantificadores (n > 1) el
respectivo E-operando '@Xy....', serd substituido por una
disyuncidn de r" miembros 'Qaiai....', en cada uno de los
cuales deberd aparecer una distinta combinacidn de las - r
constantes de substituecidn,

Dejar inalteradas las letras proposicionales y las férmulas
elementales con constantes individuales,

Determinar si E, el esquema molecular obtenido, es o no tau
tolbgico, '

S es valida si y sdlo si E es tautoldgico,

Ejemplos
(%) (7) (£Xe8Ye Dohxy) s o (%) [£x D(y) (g8y Dhxy) ] S(*)
Extrayendo los cugntificadores y reduclendo los operandos:
(8x) ( &8y ) (£Xe8Yonbxy) V (%) (¥) (~fX Vogy V hxy)

Borrando los cuantiflcadores:

(fasgas~haa) V (fa,gbe~hab) Vv (fb,gas~hba) V (fb,gb,~hbb ) V
~fa v agb Vhab E

Simplificando E: : :

(gae~haa)V ~hab Vv (fb,gae.~hba )V (£be~hbb )V afay ~gbV hab

Esta expresidn es tautoldgica, pues aparecen entre sus d-com
ponentes 'hab! y '~hab!, Por ello S es valida,

(x)[fx4 (y)(gy 3 hxy . 2.hx)]. (x) (gx2px)e Do
e, (x) [£xe () (py Dhxy » Dihx)] S(**)

&

De Smullyan, Fundamentals of Logic, p., T72.
De Smullyan, ibid,, p. 77.
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Extrayendo los cuantificadores y reduciendo los operandos:
(3x) (Hy ) [£x4 Ve (87 Dhxy) anhx] V (8x) (gXenpx) V (x) (¥)
ok [fx.(py Dhxy)3hx]
(8x) (Hy ) (£XoVengY V hxy o nhxW(8x ) (gXanpx) V (x) (7) [£X, (DY enhXyeVohx) ]

(8x) (Fy ) (£X 0 VonBY e ahX, Ve hxy,ahx ) V (Hx) (gXeapx )V
(%) (¥) (£XoPYonhXy,V. X, hx)

Borrando los cuantificadores:
AfaV (aga,~ha) v (haa,~ha) V afay (agbe~ha) v (hab.~ha) V

nfD V (Agaenhb) Y (hba,~hb) W Afb V (agbeahb ) v (hbbeahb) v
V (82.~p2) V (gbe~pb) V ( fa,pboahab) v (fa.ha) E

Simplificando E:
~fa Vagavhaa Vagb VhabVafbV (hba,~hb) V (hbbe~hb )V
V ~pe VY ~pb V ha y ~hab

Como también aparecen entre sus d-componentes 'hab' y 'ahab'!,
esta expresidn es tautolégica y S es vilida,

III) (x)(£x >gx)e e (¥) [(Ex) (£X.hyx) D (Ex) (gx.hyx) ] S(*)

Extrayendo los cuantificadores y reduclendo los operandos:
(8x) (fxengx) V (7) (%) (T2 ) (nfXe ¥ e~hyXo V 282, hy2)
Borrando 105|U~cuantificadores:
(3x) (£XongX) V (F2) (~nfaey o~nhbaos¥ gZehbz)

Extrayendo del segundo E-cuantificador las férmulas elemen-
tales ya reemplazadas a fin de simplificar el operando por
substituir: _

(X ) (fXeaX) V nfa Vhbav (Hz)(gz.hbz)
Borrando los E-cuantificadores: :

(faenga) V (fbeagb) V afa Vahba v (ga.hba) V (gbehbb)
Simplificando E se obtiene

g2 V¥ (fbengb) V ~fa\y ~hba v hba V/(gb,hbb),
que es evidentemente tautoldgica, S es vdlida,

(*) De Quine, Métodos, p. 242,



CONCLUSION

El procedimiento propuesto en el Gltimo capitulo constituye
una genuina técnica de simplificacidn, Desde el inicio del proce
dimiento decisorio la férmula sometida a FH va disolviéndose,por
decirlo asi, al pasar de una forma a otra, dejando entrever cada
vez mds claramente 1o que de ella ha de ser decisivo en el desen
lace final, Ese proceso de solucidén - o, si se prefiere, de diso
lucidn - es breve, rectilineo, sin ramificaciones o disyuntivas,
y a esta caracteristica se debe que los objetivos parciales se
hallen claramente subordinados respecto al Gnico que, al final
de cuentas, importa, y de esta manera su ensefianza se facllita e
normemente,

El procedimiento FH no es complicado, si por complicacidn
se entlende la excesiva variedad de direcciones por elegir y de
reglas que observar; se basa en operaclones razonablemente féci-
les, divulgadas ya a nivel de un curso elemental de Lbgica y cen
tradas en la nocién de tautologia; permite decidir sobre la vali
dez de férmulas que exhiben constantes individuales, y cuando en
aquéllas figuran letras proposicionales, no requiere el aditamen
to de reglas u operaclones especlales para extraerlas de los ope
randos; y evita de ordinario la ejecucidn de la tabla de valores
en que finalizan normalmente otros procedimientos, pues la parti
cular estructura "truth-functional" de S! y de E hace posible
con suma frecuencia el uso de las reglas llamadas de absorcidn y
la simplificacidn consiguiente de las fbérmulas tratadas, de mane
ra que muchisimas veces puede establecerse por simple inspeccidn
el cardcter tautoldgico del esquema en gue remata el proceso.

Por estas razones, a las que debe agregarse la de poseer FH
un extenso campo de aplicacidn, que va desde simples cuantifica-
ciones bésicas hasta cierta importante variedad de férmulas n-4-
dicas (n > 1), pasando por aguéllas moniddicas en que figuran le-
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tras proposicionales y constantes individuales, el autor de esta
tesis sostlene que la adopcidn del procedimiento que propone o-
frece indiscutibles ventajas de orden pridctico y didictico, vy
cree oportuno encarecer su estudio y discusidbn, que determinarin,
en Gltima instancia, si en realidad ha valido la pena agregar u-
no mis a la serie de estimables métodos de que actualmente se
dispone,



ANEXO i

Nota sobre algunos procedimientos mecénicos no »ropiamente
decisorios,

Existen en Ldgica clertos procedimientos mecidnicos que per-
miten saber si S pertenece a L, pero no si1 S no pertecnece a L,
es decir, que son capaces de determinar cuidndo se da dicha perte
nencia y nada mis., Si S no perteneciera a L no habriz modo de a-
veriguarlo mediante dichos procedimientos mecénicos: éstos no a-
rrojan un resultado en toda ocasidén, y al no ser, por tanto, ter
minantes, no son algoritmos y no deben ser considerados procedi-
mientos decisorios,

Vale la pena hacer una somera referencia a tres procedimien
tos mecdnicos de esa indole ideados para fdérmulas n-Adicas (n21)
de primer grado por el profesor W, V, O, Quine, que s5i bien,como
él mismo indica, no son decisorios en sentido estricto, 1lo son
de hecho tratindose de fdérmulas monddicas de primer grado, por
mids que su autor nada afirme sobre el particular (*).

Uno de ellos es el que aparece en el Apéndice agregado a
Methods of Logic en su edicidn revisada de 1959 (pero que ya ha-
bia sido incluido, como folleto separado, en la terccera impre-
sién de la primera edicidn).Alli (**) se describe una técnica

(*) Walter Dubislav, en un articulo titulado "Elementarer Nach-
wels der Widerspruchlosigkelt des Logik- Kalkiils", expone un méto
do que sdlo permite establecer mecanicamente, medianre el empleo
de tablas de valores, si una fdérmula monddica es vdlida, y por e
1lo no es decisorio, pues la c-validez es aqui simplemente una
condicidn suficiente, pero no necesaria, de la validez cuantifi-
cacional, Este método, muy poco difundido, se halla descrito en
Reichenbach, Elements, § 25, y no se le toma en cuenta en este
Anexo pues en ningin caso puede llegar a ser estrictamente deci-
sorio, aunque se le puede emplear exitosamente con "additional
material thinking". (Op. cit., p. 132).

(**) Methods, pp. 254-57; Métodos, pp. 340-47.
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que "no es mis que medio procedimiento decisorio" (*) por no pro
porcionar "procedimientos para mostrar la no validez' (**) y que,
"aparte de detalles inesenciales de su presentacidn externa,.....
se debe a Herbrand" (+). De acuerdo a las prescripciones de QH,
que asi sera denominado en lo sucesivo, para mostrar la validez
de una fdérmula n-4dica de primer grado S es preciso primero ce-

rrarla, negar luego el cierre, y obtener inmediatamente después
la forma normal prenex equivalente. Luego, mediante el empleo de

las reglas de instanciacién universal (++) y existencial (*+),se
deberidn obtener fdrmulas derivadas en las que el nGmero de cuan-

tificadores sea cada vez menor, hasta alcanzar expresiones que
carezcan totalmente de ellos (y que son propiamente truth-func-
tions o esquemas moleculares). Si alguna conjuncidén de estos es-
quemas resulta inconsistente, la fdérmula inicial S es vAlida(+*)
El proceso de subjuncidn, que asi lo 1llama Quine, no siempre al-
canza su término, es decir, no hay forma de obtener todos los es
quemas posibles, y entonces, si la inconsistencia requerida no
ha sido hallada, eso no significa gque no pueda existir, y por
tanto no puede afirmarse que S no sea vdlida hasta no terminar
el proceso, lo que, de acuerdo a la hipbtesis, es imposible, QH,
por tanto, no es decisorio.

Puede demostrarse,sin embargo,que cuando S es una férmula
monddica de primer grado, el proceso de subjuncién termina siem-

*) Métodos, p. 260,

**) Loc, cit.

+) Op. cit., p. 340. En Elementary Logic (1966), p. Vv, Quine
afirma solamente: "It derives from the tradition of Skolem and
Herbrand". -

++) Métodos, p. 220.
*EoTbid., ~p. 224,
+*) E1 autor no adopta este procedimiento en las secciones 27

Yy s88., donde expone en cambio una técnica deductiva para formu-
las n-ddicas de primer grado, porque "el aparato elaborado [sic]
de aquellas secclones tiene verdaderas ventajas pridcticas, como
el lector comprobard si intenta algunos ejercicios comparativos",
(Ibid., pp. 340-1).
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prea y por ello QH es decisorio para esa clase de fdrmulas, pero
Quine nada dice al respecto, hasta donde ha podido indagar el
sustentante, ni en Methods ni en alguna otra parte (*), y por
tanto no se le ha considerado como tal en lo prircipal de esta
tesis, Si se le compara, en tal caricter, con FH, se aprecia fi-
cilmente, con unos pocos casos que se resuelvan, su origen comin,
¥, al mismo tiempo, todo lo que los separa en lo concerniente a
la técnica de operacidn,

Dos procedimientos mis (aunque en realidad se trata de uno
solo), identificados como A y B, son expuestos en el articulo "A
Proof Procedure for Quantification Theory" (**). Ambos constitu-
yen, a todas luces, una nueva presentacidn, sin variar en nada
1o esencial, del procedimiento QH ya mencionado, y como es obvio,
tampoco pueden ser tenidos como algoritmos decisorios, Uno y o-
tro procedimiento se basan en la reduccidén de la negacidn de una
férmula cuantificada cualquiera S (+), no necesariamente monidi-
ca, a una forma normal prenex equivalente [, seguida por la subs
titucidn en esta Gltima de las ocurrencias de las variables (una
vez suprimidos los cuantificadores en la forma que alli se indi-
ca) por elementos de una clase-de términos, usualmente infinita,

(") S1 es que se modifica QH disponiendo que la negacidn de S,
sea forma normal prenex o no, sea reducida a una forma normal de
Skolem, 'y proporcionando las reglas requeridas,

(*) Es curioso que en Elementary Logic, rev, ed. (1966), Quine
abandone la técnica deductiva empleada en Métodos y ceda todo el
campo 2 QH, ligeramente modificado, por considerar que "when ease
of inculcation, ease of justification, and ease of application
are added together and averaged out, it is far and away the ea-
slest proof technique for quantification theory that I know" (op.
cit., p, v), mientras que continda, no obstante, sin hacer la me
nor mencidn al caso de las fdérmulas monddicas, =
E**) JSL 20 (1955), pp. 141-49,

+) De acuerdo al tenor del articulo v a los ejemplos que en é1
aparecen, S carece de letras proposicionales y de constantes in-
dividuales,
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denominada "1éxico de U" (*). Efectuada que ha sido la substitu-
cidn,se obtiene una "lexical instance" de {, pudiendo haber tan-
tas substituciones y por tanto tantas "lexical instances" cuan-
tas permita el 1léxico de ¥, La férmula T serd inconsistente,
"i.e., satisfiable in no non-empty universe" (**), si y sblo si
se ha llegado a una "truth-functionally inconsistent lexical ins
tance or conjunction of lexical instances" (+), en cuyo caso S se
rd valida.

Este procedimiento, pues B no es sino una "more practical
adaptation" de A (++), constituiria una "act"al decisidn procedu
re for inconsistency" (*+) siempre que el 1léxico de ¥ fuera fini
to, pues en ese caso "the number of lexical instances is likewi-
se finite" y se puede as{ someter "the conjunction of all lexi-
cal instances to a truth-table test" (+*)., "A finite lexicon is
assured when none of our prenex schemata has a universal quanti-
fier to the left of an existential one" (***), de manera que, si
al construir la forma normal prenex  es posible extraer primero
los cuantificadores existenciales, el éxito también estd asegura
do,

Pero aunque Quine no lo diga, también puede afirmarse que
cuando se trata de férmulas moniddicas el 1léxico de  es forzosa-
mente finito,_pﬁes nada obsta para que en ese caso pueda obtener
se una forma prenex con el prefijo requerido, y entonces A (y
por supuesto B) constituye un procedimiento decisorio para la in
conslistencla, o, teniendo en cuenta la aproximacidn de Quine, pa
ra la validez universal,

(*) Proof Procedure, p, 141,

**) Loe, cit,

e R LSRR T

-0, 61t b, 1T,

*+) Ibid,, p. 144,

+*) Loc. cit,

***¥)Loc, cit.

(") Siempre que § sea una forma normal de Skolem., (Ver 1la prime
ra nota al ple de la pigina anterior),
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Cabe concluir, después de lo expuesto, que el procedimiento
mecdnico QH (o sus variantes A y B), segin el objetivo para el
que fué ideado, no es, en general, un procedimiento decisorio, pe
ro, tratdndose de férmulas monddicas de primer grado, llega a ser
lo tras la modificacidn bosquejada arriba, En este caso, sobre el
que nada dice expresamente Quine, QH resultaria ser un procediQ
miento declsorio de positiva utilidad,
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